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前言

关于《经典场论新讲》。其实本来准备写一个电动力学新讲的，因为我好歹也教过两

年电动力学。奈何实在想不出什么有新意的讲法。后来想到，经典力学、电动力学到研究

生阶段的量子场论之间其实有一段空白，这段空白应该是用哈密顿力学和拉格朗日力学的

方法来处理电磁场理论，也就是所谓的经典场论，因此才想到写这个《经典场论新讲》。

这个讲义面向的是学过经典力学和电动力学的学生的。因此诸如静电场静磁场之类电

动力学书上已经处理得比较好的内容，这个讲义将不会涉及。但是也有一些电动力学的内

容将会用场论的方法重新处理，比方说介质中的电磁场，本书将以一种全新的方法处理介

质中的电磁场。总之，本讲义和电动力学知识会有一些交叉，主要在电动力学的那些适合

用场论方法处理的主题上。

对称性将是本讲义的核心线索之一，我们利用对称性来限制场论系统的作用量，也利

用对称性来导出守恒定律。特别的，我们详细讨论了 U(1)整体对称性，以及如何通过将这
个整体对称性局域化来导出 U(1) 规范场论，也就是电磁场的麦克斯韦方程。本书也详细
讨论了时空对称性导致的能动量张量，并把对能动量张量的讨论和应用贯穿全书。本书也

讨论了场论系统的对称性自发破缺，我们讨论了如何用场论系统来描述超导的宏观理论，

超导的涡旋激发等等课题，也就是涉及通常所谓的规范对称性自发破缺的一些内容。

本书还将详细讨论狄拉克磁单极、电磁场的 theta 项、轴子电动力学、Witten 效应等
等内容，也会简单介绍轴子电动力学在拓扑绝缘体中的应用。本书还将初步讨论非阿贝尔

规范场论以及 tHooft-Polyakov 磁单极。
特别的，本书也将讨论如何通过消去系统的一部分自由度来得到剩下自由度的有效理

论的基本思想。在现代物理学中，这种有效理论 (尤其是有效场论) 的思想是极为重要的。
另外，本书涉及的现代物理思想还有，经典粒子作为场方程的一种特殊解，也就是孤立子

的思想。据我所知，爱因斯坦晚年对这一思想是很着迷的。当然，本书只能对孤立子进行
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一个极为初步的介绍。

我个人觉得要想透彻地讲清楚广义相对论以及相关的数学知识，恐怕一门单独的广义

相对论课程是更合适的。而且在理论结构上，广义相对论与电磁场理论的联系也不是很紧

密，没必要放在同一本书里讲。因此本书不会讲广义相对论。

总之，与市面上一些内容庞杂的经典场论教材不同，本书将始终把主线放在电磁场理

论上。为了和此前的《量子力学新讲》、《经典力学新讲》凑成一个系列我给这个讲义取名

《经典场论新讲》。考虑到经典场论方面的合适教材不多，我这个讲义也许能给读者多一种

选择吧。

由于是草稿版，讲义中有一些插图是手绘的，还有一些插图直接取自网络或者是从其

它资料里面截图出来的，文中并没有全部一一说明，后续版本会逐渐改过来。



1. 初识经典场论

[本书假定读者学过经典力学的必要知识，缺乏相关基础的读者可以先阅读我的《经典
力学新讲》。]

法拉第和麦克斯韦最早引入了场的概念。场和粒子一样是一种物理实体，但与粒子不

同，场是一种空间分布，通常称这种分布为场位形，场位形随时间的演化就构成了场的动

力学。和经典粒子的动力学一样，经典场的动力学也可以用哈密顿力学或者拉格朗日力学

的框架来处理，特别的，经典场也满足最小作用量原理。

从事后的观点来看，之所以要在物理学的基本定律中引入场，是因为我们的世界满足

狭义相对论。根据狭义相对论，相互作用的传递速度有一个上限，即光速，特别的，相互

作用不能瞬时传递，这就排除了超距作用的可能性，并进而将某种局域性原理强加在所有

的相互作用上。而在一个连续的时空中，场是满足局域性原理的最简单机制。因此，狭义

相对论会自然导向场的概念，而本书将要讲述的经典场论，也是指满足狭义相对论的经典

场论，这就将流体力学这样的场论排除在外了。

不过，我们也需要指出，流体力学这样的理论其实是导向场论的第二条路径，即场论

作为对一些多自由度系统 (在流体力学的例子中就是大量流体分子) 宏观大尺度行为的有
效描述，这时候场其实是系统微观自由度的宏观集体表现。沿着这条路的一个重要例子就

是万有引力，今天人们普遍相信爱因斯坦的广义相对论 (是一个经典场论)，包括由此而来
的时空概念，都是对引力系统微观自由度的大尺度有效描述。只不过今天人们还不是很确

定万有引力真正的基本自由度是什么。不过，本书并不会过多涉及导向场论的这一条路径，

因此也不会详细讨论广义相对论这一重要的经典场论。
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当然，最为人们熟知的经典场就是电磁场。但是，对于经典场论的学习来说，也许从数

学上更为简单的标量场开始更为合适。不过，标量场和人们日常在宏观世界里感知到的电

磁场以及引力场这两种基本力场无关。因此对于本章将要讲述的标量场理论，一个更为合

适的看法也许是将之看成理论研究的玩具模型。在现代物理学研究中，面对复杂的世界或

者数学上远为棘手的问题时，人们往往会首先研究一个更为简单的玩具模型。一方面，玩

具模型的研究有可能揭示复杂世界背后简单的物理机制，另一方面，更为重要的是，人们

可以在研究简单模型的过程中逐步发展出能够对付棘手问题的数学方法。基于这些原因，

本章将从标量场的玩具模型开始，然后在后续的章节中逐步过渡到真正的电磁场理论。

1.1 经典场论的基本框架

1.1.1 从粒子到场

为了看清楚如何将经典力学框架从点粒子拓展到场，我们考察一个 n 自由度的点粒

子系统，其广义坐标为 qi, i = 1,2,3...,n, 广义动量为 pi, i = 1,2, ...,n, 系统的哈密顿量为
H(qi, pi)(表达式中的 qi 和 pi 分别代表所有的广义坐标和广义动量)。则相应的相空间作用
量为

S[qi(t), pi(t)] =
∫

dt
[
∑

i
piq̇i −H(qi, pi)

]
, (1.1)

由相空间的最小作用量原理即可以得到哈密顿正则方程

q̇i =
∂H
∂ pi

, ṗi =−∂H
∂qi

. (1.2)

进一步，任意两个物理量的泊松括号则是

[A,B] = ∑
i

( ∂A
∂qi

∂B
∂ pi

− ∂A
∂ pi

∂B
∂qi

)
. (1.3)

现在，设想将上面的指标记号 i 替换成记号 σ，并设想 σ 可以连续取值 (因而这时自
由度数目为无穷大)，从而根据《经典力学新讲》第二章关于变分法和泛函导数的相关讲
述可以知道，我们应该将所有对 i 的求和替换成对连续变量 σ 的积分，将 H(qi, pi) 重记

为泛函 H[qσ , pσ ], 将物理量 A(qi, pi),B(qi, pi) 分别重记为泛函 A[qσ , pσ ],B[qσ , pσ ], 并将对
qσ , pσ 的偏导改写成泛函导数。因而即有相空间作用量

S[qσ (t), pσ (t)] =
∫

dt
[∫

dσ pσ q̇σ −H[qσ , pσ ]
]
, (1.4)

以及相应的哈密顿正则方程

q̇σ =
δH
δ pσ

, ṗσ =− δH
δqσ

. (1.5)

式中的泛函导数可以由变分法计算，即

δH[qσ , pσ ] =
∫

dσ
[ δH

δqσ
δqσ +

δH
δ pσ

δ pσ

]
, (1.6)
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请读者注意区分这里的变分和应用相空间最小作用量原理时涉及的变分，这里的变分是等

σ 变量的变分，时间 t 是给定的，因此不需要对 t 积分。进而泊松括号现在应该定义成

[A,B] =
∫

dσ
( δA

δqσ

δB
δ pσ

− δA
δ pσ

δB
δqσ

)
. (1.7)

注意到 qσ , pσ 均依赖于连续指标 σ，因此当然可以看成是 σ 的函数，从而我们可以
再次改变一下记号，记

ϕ(σ , t) = qσ (t), π(σ , t) = pσ (t). (1.8)

从而上一段的方程可以再次改写，其中相空间作用量应该改写为

S[ϕ(σ , t),π(σ , t)] =
∫

dtdσ [π(σ , t)ϕ̇(σ , t)]−
∫

dtH[ϕ(σ),π(σ)], (1.9)

式中 ϕ̇(σ , t) = ∂
∂ t ϕ(σ , t)。相应的哈密顿正则方程则是

ϕ̇(σ , t) =
δH

δπ(σ)
, π̇(σ , t) =− δH

δϕ(σ)
. (1.10)

在上面两个式子中，当操作不涉及固定时间 t 时，我们就省略了函数自变量中的 t。同样，

这里的泛函导数可以由变分法计算，即

δH[ϕ(σ),π(σ)] =
∫

dσ
[ δH

δϕ(σ)
δϕ(σ)+

δH
δπ(σ)

δπ(σ)
]
. (1.11)

而物理量的泊松括号就应该是

[A,B] =
∫

dσ
( δA

δϕ(σ)

δB
δπ(σ)

− δA
δπ(σ)

δB
δϕ(σ)

)
. (1.12)

特别的，利用 δϕ(σ)
δϕ(σ ′) = δ (σ −σ ′), δπ(σ)

δπ(σ ′) = δ (σ −σ ′), δϕ(σ)
δπ(σ ′) =

δπ(σ)
δϕ(σ ′) = 0, 人们容易算

得如下基本泊松括号

[ϕ(σ , t),π(σ ′, t)] = δ (σ −σ ′), [ϕ(σ , t),ϕ(σ ′, t)] = [π(σ , t),π(σ ′, t)] = 0. (1.13)

注意这里的第一个式子其实就是 [qi, p j] = δi j 在连续指标情形的对应物，即当指标为连续

的 σ ,σ ′ 时，就应该将克龙内克 δ 符号替换成狄拉克 δ 函数。进而则可以将哈密顿正则方
程重写成如下熟悉的形式

ϕ̇(σ , t) = [ϕ(σ , t),H], π̇(σ , t) = [π(σ , t),H]. (1.14)

由于 σ 可以是任何连续变量，我们当然可以将之取成三维空间的坐标矢量 x，则相应
的 ϕ(x) 就是空间上的一个分布，也就是一个场，π(x) 则是这个场的共轭动量，它同样也
是场，而 ϕ(x, t)、π(x, t) 则分别描述的是这两个场随时间的演化，哈密顿正则方程则是这
种时间演化的动力学。这样，我们就成功地将哈密顿力学的理论框架从点粒子系统延展到

了场论系统。而注意到空间是三维的，因此场论系统泊松括号的更准确写法应该是

[A,B] =
∫

d3x
( δA

δϕ(x)
δB

δπ(x)
− δA

δπ(x)
δB

δϕ(x)

)
. (1.15)
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1.1.2 局域场论

[从本小节开始，我们以 x = (t,x) 代表时空点。]
不过，上一小节所说的场论系统过于一般性了，实际上人们更关心也更重要的场论系

统是所谓的局域场论，即满足一定局域性要求的场论。简单来说，这样的局域性要求即是，

要求系统的能量体现为局域性的能量密度分布。具体来说即是，要求描述系统能量的哈密

顿量具有如下形式

H =
∫

d3xH (π,ϕ ,∇ϕ). (1.16)

式中 H 称之为哈密顿密度，它描述局域场论系统的能量密度，并且通常是场变量 ϕ(x)，
其空间梯度 ∇ϕ , 以及共轭动量 π(x) 的一个函数 (注意，是普通函数而不是泛函)，因此记
为 H (π,ϕ ,∇ϕ)。举例来说，H (π,ϕ ,∇ϕ) 可以取如下形式，

H (π,ϕ ,∇ϕ) =
1
2

[
π2 + c2(∇ϕ)2

]
, (1.17)

式中 c 为真空中的光速，式中的 1
2 π2 表示场的动能密度，而 1

2 c2(∇ϕ)2 表示场的势能密度。

很显然，对于局域场论系统，其相空间作用量可以写成

S[ϕ(x),π(x)] =
∫

dtd3x[π(x)ϕ̇(x)]−
∫

dtH[ϕ(x),π(x)]

=
∫

d4x
[
π(x)ϕ̇(x)−H (π,ϕ ,∇ϕ)

]
. (1.18)

式中
∫

d4x =
∫

dtd3x 是对整个四维时空积分。而为了应用相空间最小作用量原理，我们需
要考虑时空上的变分 δϕ(x),δπ(x)，并且要满足边界条件，即，δϕ(x) 在时空的无穷远边界
上等于零！

从上面相空间作用量泛函的表达式可以看出，π(x)ϕ̇(x) 具有能量密度的量纲，记为
[πϕ̇ ] = [EL−3]。这里以 [] 号表示取一个物理量的量纲，因此 [E] 表示能量量纲，[L] 表示空

间长度量纲，[t] 表示时间量纲。由 [πϕ̇ ] = [EL−3] 很容易看出，

[π][ϕ ] = [EL−3][t]. (1.19)

从这种量纲分析中我们就能理解为什么 (1.17) 式中要引入常数 c，因为只有这样整个表达

式的量纲才可能对。具体来说，对于 (1.17) 式给出的哈密顿密度，我们有

[π] = [EL−3]
1
2 , [ϕ ] = [π][t]. (1.20)

但是，在进行理论推导时，人们常常通过重新选取时间的单位以使得光速 c = 1, 在这样的
单位制中当然就有 [L] = [t]。不仅如此，这种重新选取单位的方法还可以推广，以使得给

定场论系统哈密顿密度表达式中一些原本带量纲的常数成为 1，后文我们常常会这样做。
根据《经典力学新讲》第二章的知识可以知道，从相空间最小作用量原理出发，让作

用量对共轭动量变分等于零，从而从作用量表达式中消去共轭动量，就可以得到所谓的

“坐标空间最小作用量原理”。当然在场论的情形中用坐标空间这个词不太合适，更准确的

说法是得到位形空间的最小作用量原理，或者就称为通常的最小作用量原理。
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让 S[ϕ(x),π(x)] 对 π(x) 变分等于零，得到的是

ϕ̇(x) =
∂H

∂π
, (1.21)

从这个式子反解出 π(x) 并代入 S[ϕ(x),π(x)]，就可以得到位形空间的作用量

S[ϕ(x)] =
∫

d4xL (ϕ , ϕ̇ ,∇ϕ). (1.22)

式中 L (ϕ , ϕ̇ ,∇ϕ) 称为拉格朗日密度，它其实就是在表达式 L (ϕ , ϕ̇ ,∇ϕ) = π(x)ϕ̇(x)−
H (π,ϕ ,∇ϕ) 中消去 π(x) 而得到，更准确的写法应该是

L (ϕ , ϕ̇ ,∇ϕ) = extremπ

[
πϕ̇ −H (π,ϕ ,∇ϕ)

]
. (1.23)

当然，这也就是勒让德变换，即拉格朗日密度是哈密顿密度的勒让德变换！反过来，哈密
顿密度也是拉格朗日密度的勒让德变换，即

H (π,ϕ ,∇ϕ) = extremϕ̇

[
πϕ̇ −L (ϕ , ϕ̇ ,∇ϕ)

]
. (1.24)

因此也有

π =
∂L

∂ ϕ̇
. (1.25)

经过了对 π(x) 求极值的操作以后，相空间的最小作用量就变成了位形空间的最小作
用量原理，也就是通常的最小作用量原理。根据这条原理，场位形 ϕ(x) 应该使得作用量
泛函 S[ϕ(x)] 取极值，即对于变分 δϕ(x) 有如下方程

δS[ϕ(x)] = 0. (1.26)

事实上，位形空间作用量泛函 S[ϕ(x)] 和对称性的关系更为直接，人们往往可以根据系统
所须满足的对称性直接写出 S[ϕ(x)]，然后再利用位形空间的最小作用量原理得出场 ϕ(x)
所满足的运动方程。(这也将是本书后续章节中将要采用的主要处理方式。) 从这个意义上
看，位形空间的作用量泛函 S[ϕ(x)] 以及相应的最小作用量原理对于我们来说更重要，而
前面的哈密顿力学框架以及相空间最小作用量原理则可以看成是为了自然地引出这些位

形空间概念的前期准备。尤其是，通过这些准备工作，我们可以看清楚拉格朗日密度的物

理含义，即，它是场论系统能量密度的勒让德变换。

根据 (1.22) 式，我们可以进行如下推导

δS[ϕ(x)] =
∫

d4xδL (ϕ , ϕ̇ ,∇ϕ)

=
∫

d4x
[∂L

∂ϕ
δϕ +

∂L

∂ ϕ̇
δ ϕ̇ +

∂L

∂ (∇ϕ)
·δ (∇ϕ)

]
=
∫

d4x
[∂L

∂ϕ
− ∂

∂ t

(∂L

∂ ϕ̇
)
−∇ ·

( ∂L

∂ (∇ϕ)

)]
δϕ

+
∫

d4x
∂
∂ t

(∂L

∂ ϕ̇
δϕ
)
+
∫

d4x∇ ·
( ∂L

∂ (∇ϕ)
δϕ
)
. (1.27)
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很显然，最后一行的两项都是全微分项，因此积分可以算出来，结果为∫
d4x

∂
∂ t

(∂L

∂ ϕ̇
δϕ
)
+
∫

d4x∇ ·
( ∂L

∂ (∇ϕ)
δϕ
)

=
∫

d3x
(∂L

∂ ϕ̇
δϕ
)
|t=∞ +

∫
dt
∫

dS ·
( ∂L

∂ (∇ϕ)
δϕ
)
|r=∞. (1.28)

很明显，结果只在无穷远过去和无穷远将来的边界上，以及空间上无穷远处的边界上有贡

献，总之，结果仅仅在四维时空的无穷远边界上有贡献。但是，前面我们提到过，在时空

的边界上，δϕ = 0，因此这两项的最终结果其实都等于零。从而即有

δS[ϕ(x)] =
∫

d4x
[∂L

∂ϕ
− ∂

∂ t

(∂L

∂ ϕ̇
)
−∇ ·

( ∂L

∂ (∇ϕ)

)]
δϕ(x), (1.29)

进一步应用最小作用量原理 δS[ϕ(x)] = 0，即可得到

∂
∂ t

(∂L

∂ ϕ̇
)
+∇ ·

( ∂L

∂ (∇ϕ)

)
=

∂L

∂ϕ
. (1.30)

这就是场 ϕ(x) 需要满足的微分方程，称之为场方程，它显然是经典力学中拉格朗日方程
的推广。

举例

[正如前面提到过的，从现在开始，我们假定选取了合适的时间单位，以使得光速 c= 1。
]

作为例子，下面考察一类特定的场论模型，我们假定场论系统的能量密度由下面的哈

密顿密度描述

H =
1
2

[
π2 +(∇ϕ)2

]
+U (ϕ), (1.31)

式中 U (ϕ) 是一个关于场 ϕ 的函数。即是说，假定场论系统的动能 T 和势能 V 分别为

T =
∫

d3x
[1

2
π2], V =

∫
d3x
[1

2
(∇ϕ)2 +U (ϕ)

]
. (1.32)

在这里，关于场动能的假定是很通常的，至于势能，这个假设说的即是，场的空间梯度会

产生一种势能，它由密度 1
2(∇ϕ)2 描述，另外，场的相互作用也会产生一种势能，它由密

度 U (ϕ) 描述，这两种密度加起来就是总的势能密度。
为了进行勒让德变换，我们容易求出 ϕ̇ = ∂H

∂π = π, 从而有

L =
1
2
[
(∂tϕ)2 − (∇ϕ)2]−U (ϕ), (1.33)

式中 ∂tϕ = ϕ̇ = ∂ϕ
∂ t。将这个拉格朗日密度代入拉格朗日方程 (1.30)，就可以得到场的运动

方程，为

∂ 2
t ϕ −∇2ϕ =−∂U

∂ϕ
. (1.34)

特别的，如果函数 U = 0，那上面的场方程就简化为

∂ 2
t ϕ −∇2ϕ = 0. (1.35)
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这是一个标准的波动方程，它描写的是以光速 c = 1 传播的一种波动。但这种波动并不是

电磁波，因为这里考察的场 ϕ(x) 是一种标量场，而电磁波的场是矢量场。不过，这个例子
使得我们自然想到，有可能用一个类似上面的拉格朗日密度描写电磁波和电磁场，当然，

为此我们需要将上面的理论框架稍作推广，这种推广我们放到后续的章节中进行。

在下一章中，我们将看到，(1.33) 式给出的拉格朗日密度在很大程度上是由狭义相对
论的洛伦兹对称性所决定的。实际上，从下一章开始我们就不再像这里一样通过有些任意

性地假设场的哈密顿密度表达式来研究场论了，而是通过先猜测系统所须满足的对称性，

然后根据这个对称性直接写出拉格朗日密度来进行研究。这时候场的能量密度是反过来通

过对拉格朗日密度进行勒让德变换得到的。

1.2 粒子作为场方程的一种解

我们已经初步领略了场论的味道，场和粒子都可以用哈密顿力学以及拉格朗日力学的

框架来描述，但是，在物理上，场和粒子似乎完全不同，场的能量是分布在整个空间的，

而粒子的能量是集中在一个很小的空间区域上的。看起来似乎是，大自然同时给了我们两

种完全不同的物理实体，一种是电子、质子这样的粒子，另一种是电磁场这样的场。然而，

现代物理的研究表明，电子、质子同样可以用场来描述，场和粒子与其说是两种不同的物

理实体，不如说是对物理实体的两种相互对偶的不同描述。

正确解释粒子与场的关系需要将场量子化，进而将粒子作为场的一种激发态，因此这

是量子场论的主题。但是在经典场论的框架下也有可能给粒子提供一种解释 (虽然它不能
解释所谓的基本粒子)，即将粒子看成是场方程的一种特殊解，通常称作孤立子解，在这种
解中，场的能量主要集中在空间上一个很小的局部区域上，并且能够稳定地维持在这样的

区域上不弥散，这样从更大的尺度来看，我们就可以把这个小局部区域当成一个粒子，而

当这个稳定区域移动时，我们就可以认为是一个粒子在运动。本节就是要以 1+1 维时空

(1 维空间 +1 维时间) 中一个特殊场论模型为例，解释孤立子解是如何可能的。
这一节的下面一些内容都是在 1+1 维时空中考察问题。我们以 σ 来表示一维空间坐

标，以 x = (σ , t) 来表示时空点，从而时空上的场为 ϕ(x) = ϕ(σ , t)。

1.2.1 场位形的拓扑等价类

假设我们考察的场论模型具有如下拉格朗日密度

L =
1
2
[
(∂tϕ)2 − (∂σ ϕ)2]−U (ϕ), (1.36)

式中 ∂σ ϕ = ∂ϕ
∂σ。从而场的动能和势能分别为

T =
∫ +∞

−∞
dσ
[1

2
(∂tϕ)2], V =

∫ +∞

−∞
dσ
[1

2
(∂σ ϕ)2 +U (ϕ)

]
. (1.37)

场的运动方程为

∂ 2
t ϕ −∂ 2

σ ϕ =−∂U

∂ϕ
. (1.38)



16 Chapter 1. 初识经典场论

特别的，对于不依赖时间的静态场位形，场方程的相应解就是使得势能泛函取极值的位形，

这可以通过 δV [ϕ(σ)] = 0 导出方程来验证。

进一步，我们假设函数 U (ϕ) 有下界 (这是为了确保系统的能量有下界)，而由于我们
总可以通过给势能密度加上一个常数来调节这个下界的值，所以我们再假定，U (ϕ) 的下
确界为零，即 U (ϕ) 的最小值为零。

我们称使得 U (ϕ) 取最小值零的场位形为真空场位形，更严格地说，我们定义真空场
位形的集合 Ω 为

Ω = {ϕ |∂tϕ = ∂σ ϕ = 0, and U (ϕ) = 0}. (1.39)

即是说，真空场位形是一种静态场位形，它在空间各点取值为常数，并且这个常数使得函

数 U (ϕ) 达到最小。很显然，真空场位形是场方程 (1.38) 的解，称作真空解。同样很显然，
真空场位形的动能和势能都是零，从而真空场位形的总能量为零。而从动能 T 以及势能

V 的表达式也很容易看出，其它任何场位形的能量必定大于真空场位形的能量。从而，真

空场位形就是使得场的总能量取最小值 (即零) 的场位形。
对于本节所要考察的模型来说，使得 U (ϕ) 取最小值的 ϕ 并不唯一，从而真空场位

形集合 Ω 中的元素多于 1 个，即是说，系统有多个真空。
另外，从 T 和 V 的表达式也可以看出，对于任何场位形，为了使得系统的总能量有

限，它在空间无穷远处必须要趋于真空场位形，否则在无穷远区域的动能密度和势能密度

就不等于零，积分的话就会贡献无穷大的总能量。我们记

ϕ± = lim
σ→±∞

ϕ(σ), (1.40)

则根据刚才的论述，必有

ϕ± ∈ Ω. (1.41)

如果 ϕ+ = ϕ−，则我们可以在保持总能量始终有限的前提下连续地改变场位形，以使

得最终 ϕ(x) = ϕ+，即使得最终的场位形处处取同一个真空位形 ϕ+。即是说，如果一个场

位形满足 ϕ+ = ϕ−, 那它就可以连续地变形为真空解，我们称这种场位形拓扑上等价于真
空位形。

反过来，如果 ϕ+ ̸= ϕ−, 那任何将场位形连续变形为真空位形的过程都要至少改变其
在 ±∞ 某一端的边界值，比方说将 −∞ 区域的 ϕ− 连续变形为 ϕ+，但很显然，这会使得

这个边界位形在变形过程中偏离真空，从而需要无穷大的总能量。因此，如果总能量始终

有限，那么 ϕ+ ̸= ϕ− 的这种场位形就不可能连续变形为真空场位形，我们称它和真空场位

形拓扑不等价。假设以无穷远边界位形对 (ϕ−,ϕ+) 来标记一个场位形，那么完全类似上面

的推理告诉我们，一般来说，两个 (ϕ−,ϕ+) 对不同的场位形不可能在保持总能量有限的情

况下连续过渡，称之为拓扑不等价1。所以，一般来说，(ϕ−,ϕ+) 对标记的是场位形的拓扑

等价类，同一类的就拓扑等价，不同类的就拓扑不等价。

1除非系统有某种对称性，比如后面 sine-Gordon 场论的例子讨论的那样，这时候某些 (ϕ−,ϕ+) 对不同的
场位形可能等价。



1.2 粒子作为场方程的一种解 17

特别的，我们可以将场位形随时间的演化看成是一种对场位形连续变形的过程，那上

面的论证就告诉我们，不同拓扑等价类的场位形不可能相互演化，比方说，一个 ϕ+ ̸= ϕ−

的场位形不可能演化成一个真空场位形，反过来也一样，一个真空场位形也不可能演化成

一个 ϕ+ ̸= ϕ− 的场位形。即是说，场位形的拓扑等价类在时间演化之下是稳定不变的。

人们通常称一个 ϕ− ̸= ϕ+ 的场位形为扭结 (kinks), 这个名称来源于，这种场位形从
−∞ 处的 ϕ− 值过渡到 +∞ 处的 ϕ+, 它在中间必定要扭一下。场方程 (1.38) 的扭结解其实
就是一种孤立子，因为正如我们将要看到的，对于这种解，其能量将主要集中在场位形的

扭结处，这通常是一个很小的空间区域。而且，扭结解拓扑等价类的稳定性正好相应于孤

立子的稳定性。

1.2.2 Bogomolny 能限和 Bogomolny 方程

下面我们来考察每一个场位形拓扑等价类的能量下界，以及使得能量达到下界的场位

形。很显然，为了使得能量 E 尽可能低，我们只需考察动能为零的场位形，也就是静态场

位形，这时候 E = V [ϕ(σ)] =
∫ +∞
−∞ dσ

[ 1
2(∂σ ϕ)2 +U (ϕ)

]
。本小节下面都是默认考虑静态场

位形。

首先，我们有下面不等式

1
2

(
∂σ ϕ ±

√
2U (ϕ)

)2
≥ 0 ⇒ 1

2
(
∂σ ϕ

)2
+U (ϕ)≥±

√
2U (ϕ)∂σ ϕ . (1.42)

将上面的结果对空间坐标 σ 进行积分，即有∫ +∞

−∞
dσ
[1

2
(∂σ ϕ)2 +U (ϕ)

]
≥±

∫ +∞

−∞

√
2U (ϕ)∂σ ϕdσ . (1.43)

因此有

E ≥
∣∣∣∣∫ ϕ+

ϕ−

√
2U (ϕ)dϕ

∣∣∣∣ . (1.44)

又由于我们假设 U (ϕ) 的最小值为零，即 U (ϕ)≥ 0, 所以可以引入一个 W (ϕ)，并令

U (ϕ) =
1
2
(dW

dϕ
)2
. (1.45)

代入上面的 (1.44) 式，即可以得到

E ≥ |W (ϕ+)−W (ϕ−)| . (1.46)

这就是场位形的能量下界，称之为 Bogomolny 能限，很显然，这个下限仅仅依赖于场位
形的拓扑等价类 (ϕ−,ϕ+)。

从上面的推导过程不难看出，为了使得场位形的能量尽量低，以达到 Bogomolny 能
限，我们不仅要限于考虑静态场位形，而且此静态场位形还应该满足

∂σ ϕ =±
√

2U (ϕ), (1.47)

因为只有这样才能使得推导 Bogomolny 能限时的出发点不等式 1
2

(
∂σ ϕ ±

√
2U (ϕ)

)2
≥ 0

取等于号。方程 (1.47) 就称为 Bogomolny 方程。
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上面的推导告诉我们，一个静态场位形如果同时还满足 Bogomolny方程，那它一定使
得势能泛函 V [ϕ(σ)] 在给定拓扑等价类中取最小值，从而当然也就使得势能泛函 V [ϕ(σ)]

达到极小值，从而相应的场位形必定满足场方程 (1.38)。即，满足 Bogomolny 方程的静态
场位形必定满足场方程 (1.38)，这个结论其实也不难直接验证。但是反之则不然，即满足
场方程 (1.38) 的场位形可不一定满足 Bogomolny 方程。Bogomolny 方程相比场方程的巨
大优点就在于，它是一个很简单的一阶微分方程，很容易积分出来！

1.2.3 sine-Gordon 模型和孤立子

这一节我们考察一个更加具体的场论模型，称之为 sine-Gordon 模型，这个模型即是
在前面两个小节的基础上取 U (ϕ) 为一个三角函数，比如取

U (ϕ) = 1− cosϕ = 2sin2(ϕ/2). (1.48)

从而系统的拉格朗日密度为

L =
1
2
[
(∂tϕ)2 − (∂σ ϕ)2]− (1− cosϕ

)
. (1.49)

当这样取时，我们已经假定通过合适地选取长度和能量的单位来使得拉格朗日密度中的各

带量纲参数取 1 了。
很显然，sine-Gordon 模型的真空场位形为，ϕ = 2πn, 其中 n 为任意整数 n ∈ Z。根据

前两个小节，任何有限能量场位形的拓扑等价类一般来说可以由 (ϕ−,ϕ+) 来标记，ϕ± 为

空间无穷远处的渐近真空场位形，但是，上面的 sine-Gordon 模型有一种特殊的对称性，
即它的拉格朗日密度在 ϕ → ϕ ±2π 的变换下保持不变，因此实际上，下面两类场位形是
等价的，

(ϕ−,ϕ+)∼ (ϕ−+2πn,ϕ++2πn). (1.50)

因此 sine-Gordon 模型场位形的拓扑等价类其实由 ϕ+−ϕ− 分类。人们常常定义场位形的

拓扑荷 N 为

N =
ϕ+−ϕ−

2π
=

1
2π

∫ ϕ+

ϕ−
dϕ =

1
2π

∫ +∞

−∞
(∂σ ϕ)dσ , (1.51)

式中 (∂σ ϕ)/(2π) 称作拓扑荷密度。很显然，拓扑荷 N 是一个整数，而且完全分类了 sine-
Gordon 场位形的拓扑等价类。

sine-Gordon 模型的 Bogomolny 能限为

E ≥
∣∣∣∣∫ 2πN

0
2sin(ϕ/2)dϕ

∣∣∣∣= ∫ 2π|N|

0
2 |sin(ϕ/2)|dϕ . (1.52)

注意到函数 |sin(ϕ/2)| 的周期为 2π，从而有

E ≥
∫ 2π|N|

0
2 |sin(ϕ/2)|dϕ = 4|N|

[
− cos(ϕ/2)

]2π
0 = 8|N|. (1.53)
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能限的等于号仅在静态且满足下面 Bogomolny 方程的场位形中取到，

∂σ ϕ =±2sin(ϕ/2). (1.54)

很容易积分求解 Bogomolny 方程 (1.54)，比方说对于 (1.54) 式取 + 号的情形，我们

容易积分得出

ϕ(σ) = 4tan−1 (eσ−a), (1.55)

式中 a 为积分常数。很显然，这个解满足，ϕ− = ϕ(−∞) = 0, ϕ+ = ϕ(+∞) = 2π，即这个解
的拓扑荷 N = 1。我们称这种解为静态单扭结解 (single kink solution)。类似的，如果我们
在 (1.54) 式取 − 号，相应的解很明显相当于将静态单扭结解作 σ →−σ 的替换，从而满
足 ϕ− = 2π, ϕ+ = 0，因此是一个拓扑荷为 N = −1 的解，称之为静态反单扭结解 (single
anti-kink solution)。另外，很显然，Bogomolny 方程 (1.54) 还有 ϕ = 2πn, n ∈ Z 的真空
解，这是方程 (1.54) 的特解，它相当于在上面的一般解 (1.55) 中取 a →±∞ 的极限。这
种真空解的拓扑荷当然满足 N = 0。

下面我们来计算一下静态单扭结解的能量密度 E，

E =
1
2
(∂σ ϕ)2 +(1− cosϕ) = 4sin2(ϕ/2). (1.56)

代入解 (1.55)，可以得到

E (σ) =
4

cosh2(σ −a)
. (1.57)

很显然，这个能量密度在 σ = a 处达到最大，在 a 点的左右两侧都迅速衰减，很快就衰减

为零。并且当然，解的总能量 E =
∫ +∞
−∞ E (σ)dσ = 8 · |1|= 8，刚好处于 Bogomolny能限。我

们可以画出静态单扭结解场位形和能量密度分布的示意图，如图 (1.1) 所示。很显然，静

Figure 1.1: 静态单扭结解的场位形和能量密度分布。

态单扭结解的能量主要集中在 a 点附近的一个小区间内，因此从更大的尺度来看，人们可

以等效地认为是在 a 点附近有一个粒子，这就是孤立子 (soliton) 这一名称的来源。我们
常常称这个能量中心位置 a 为静态单扭结解的位置，这当然就是把它当成一个粒子来看待

了。

不仅如此，对于一个静态单扭结解，假如我们换一个以速度 −v 运动的参考系来看它，

那这个解看起来就是以速度 v 在运动，即它的能量中心在以速度 v 朝前运动，看起来就像
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是一个以速度 v 运动的粒子。这就说明，sine-Gordon 模型不仅存在静态的孤立子解，而
且从这些静态解也很容易得到匀速运动的孤立子解。这就加强了将单扭结解和反单扭结解

等效地看作粒子的看法。

另外，从前面的讨论可以知道，Bogomolny 方程 (1.54) 只有 N = 0,±1 的解，而没

有 N 取其它值的静态多扭结解。这意味着 N ̸= 0,±1 时 Bogomolny 能限是达不到的。而
这又意味着，当我们将两个静态单扭结解叠加并做必要的修正，以试图得到场方程 (不是
Bogomolny 方程) 的一个 N = 2 的 2-扭结解时，这个 N = 2 场位形的总能量一定严格大

于 8 · |2| = 16，即 E > 8 · |2|，其中多出来的能量 E − 16 可以解释为两个单扭结之间的相

互作用势能，它依赖于两个扭结之间的距离 R，因此不妨记为 VI(R)。另一方面，我们也

知道，如果相互叠加的这两个单扭结之间的距离趋于无穷，那它们之间的相互影响就可以

忽略，这时候场位形的总能量当然就趋于两个静态单扭结解的能量总和，也就是 E = 8 ·2,
从而 VI(∞) = 0。直观上，这就说明，2-扭结解的相互作用势能是随着两个扭结之间距离的
增加而减少的，从而有 FI =− ∂VI

∂R > 0，这说明 2-扭结解的两个扭结之间存在排斥力，在这
个排斥力的作用下，这两个扭结不可能保持静止，它们最终一定会相互远离。

以上的分析说明，sine-Gordon模型场方程的 2-扭结解必定不是静态解！通常来说，这
种 2-扭结解应该描述的是两个运动着的单扭结之间的散射, 如图 (1.2) 所示。同样的道理，

Figure 1.2: 2-扭结散射的能量密度分布，3 幅图的时间依次是 t =−20, t = 0, t = 20。

其它多扭结解也都不是静态解，而是描述多个单扭结之间的散射。1+1 维 sine-Gordon 模
型的特殊之处在于，它是一个可积场论，从而原则上其实可以精确得到它的所有多扭结解！

不过，用可积系统的办法处理 sine-Gordon 模型超出了本书的范围。



2. 相对性原理与场论

上一章说过，我们主要考察满足狭义相对论的经典场论。本章就从相对论的基本原理

出发，考察狭义相对论将给经典场论施加什么限制。

在本章中，对于一个带指标的量，将使用上、下两种指标，并且两者通常是有区别的。

我们引入一个所谓的求和约定，即当一个表达式中某个上指标和某个下指标符号相同时，
就默认对这个指标的所有可能性进行求和。

2.1 相对性原理

2.1.1 信息传播的最大速度

伽利略最早论述了相对性原理，它说的是，在所有惯性系中力学规律都是一样的。力

学规律当然也要包括物体之间相互作用的规律，但是在伽利略和牛顿时代建立的理论中，

两个物体之间的相互作用是瞬时进行的，比如牛顿的万有引力定律就是这样，这就是所谓

的超距相互作用。正如牛顿已经注意到的，这肯定是有问题的，一个物体要和另一个物体

相互作用，也就是要对另一个物体施加影响，这种影响不可能即时，而必定有一个时间的

延迟，但是伽利略的力学相对性原理没有考虑到这一点。

爱因斯坦将相对性原理进行了推广，爱因斯坦提出，在所有惯性系中，一切物理规律

——包括相互作用的传播规律——都是相同的。特别的，爱因斯坦提出，相互作用的传播

速度不是无穷大，而是有限的。这个相互作用传播速度有限的相对性原理就是爱因斯坦的

相对性原理，今天谈相对性原理时都默认指的是这条原理。
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的确，按照今天对经典物理的理解，一个物体要对另一个物体施加作用，就要向它发

出一个信号，而受作用的物体只是对这个信号进行响应，在场论中，这个传播相互作用的

信号就是场的波动。总之，物体间的相互作用需要信息的传递，但是信息传递的速度不可

能像超距作用说的那样是无穷大，而必定是有限的。不妨记信息传播的最大速度为 c(当
然，正如后面的章节中将会证明的，c 就是真空中的光速)，按照相对性原理，c 必定不依

赖于所选的惯性系，而是一个不变的常数，因此我们当然可以合适地选择时间的单位，使
得 c = 1。

同时的相对性

信息传播的最大速度是常数的一个立即推论即是，两个不同地点的事件是否同时发生

是依赖于参考系的，在一个惯性系中同时发生的两件事，在另一个惯性系中往往不同时，

这就是同时的相对性。同时的相对性意味着，在狭义相对论中，时间不是绝对的，不同的

惯性系将有不同的时间！

为了理解同时的相对性，让我们考虑两个惯性系，分别称为 S 系和 S′ 系，假设 S′ 沿

着 S 的 x 轴正方向匀速运动。设想在 S 系的 x 轴上两个不同点 A 和 B(假设 xA < xB) 同
时发生了两个事件，并且在事件发生的同时，A、B 两地分别向着 AB 的中点以最大传播

速度 c 发出一个信号，很显然，在 S 系位于 AB 中点的观察者看来，这两束信号将同时到

达。并且正是根据这两者的同时到达，这个观察者才可以推断 A、B 两点的事件是同时发

生的。现在假设在 S′ 系的 AB 中点也有一个观察者，同样的道理，这个观察者对 A、B 两

地的事件是否同时发生的判断也是依据他是否同时接收到事件发生时发出的那两个信号。

那么 S′ 系的这个观察者是否会同时接收到那两个信号呢？根据 c 的不变性，答案将

是否定的，实际上这个观察者将先接收到 B 地发出的信号。这是因为，根据最大信息传播

速度的不变性，A、B 两地发出的信号在 S′ 的观察者看来依然以同样的速度 c 传播，但是，

现在这两个信号将要到达的目的地–也就是 AB 在 S′ 系中的中点–在朝着 B 地发出的信号

运动 (同时也在背着 A 地发出的信号运动)，因此 S′ 系位于中点的这个观察者无疑会先接

收到 B 地发出的信号。因此，在 S′ 系的这个观察者就会进而得出结论，即 A、B 两地的

这两个事件不是同时发生的，而是 B 点的事件先发生，A 点的事件后发生，因此同时是相

对的。请千万要记住，在整个分析过程中，你心中绝对不能预设 A、B 两地的信号在 S′ 系

中也是同时发出的。

2.1.2 间隔不变性

依然考察 S 系和 S′ 系这两个惯性系，假定同一事件在这两个参考系中的时空坐标分

别是 (t,x,y,z) 和 (t ′,x′,y′.z′)。则，由于时空的均匀性，这两个参考系之间的坐标变换一定

是一个线性变换。

现在，设想在 S 系中，从 (t,x,y,z) 点发出一束光到达 (t +dt,x+dx,y+dy,z+dz) 点，

由于 c = 1，显然我们有

−dt2 +dx2 +dy2 +dz2 = 0. (2.1)
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根据 c 的不变性，同样的两个事件在 S′ 系看来也得满足

−dt ′2 +dx′2 +dy′2 +dz′2 = 0. (2.2)

换言之，两个邻近事件在两不同参考系中的时空坐标必得满足一个约束关系，即当 (2.1)

成立时必有 (2.2)成立，反之亦然。又由于两参考系之间的坐标变换是线性变换，因此，对

任意的两个邻近事件，我们必有

−dt ′2 +dx′2 +dy′2 +dz′2 = D(v)(−dt2 +dx2 +dy2 +dz2), (2.3)

式中 v 是 S′ 系相对于 S 系的速度。同样的，由于 S 与 S′ 地位平等，如果从 S′ 变换到 S，

就有

−dt2 +dx2 +dy2 +dz2 = D(−v)(−dt ′2 +dx′2 +dy′2 +dz′2). (2.4)

换言之，我们必有 D(−v)D(v) = 1。又由于空间的各向同性可知，D对相对速度 v的依赖只
能是依赖于其大小 v，而必定和其方向无关，因此我们必定有 D(−v) = D(v) = D(v)。因此，

D(−v)D(v) = (D(v))2 = 1，即 D(v) =±1。又由于 D(v)是 v的连续函数，而且 D(0) = 1(对
应 S 和 S′ 为同一个参考系的情形)，因此必有 D(v) = 1。因此，对于任意两个邻近事件我

们必有

−dt ′2 +dx′2 +dy′2 +dz′2 =−dt2 +dx2 +dy2 +dz2. (2.5)

通常将 −dt2 + dx2 + dy2 + dz2 称为两个邻近事件的时空间隔的平方，简称间隔平方，

并记为 ds2，即

ds2 =−dt2 +dx2 +dy2 +dz2 =−dt2 +dx2. (2.6)

用这个记号，方程 (2.5) 就可以简记成

ds′2 = ds2, (2.7)

称为两个事件的间隔不变性。

人们通常约定 t = ct = x0,x = x1,y = x2,z = x3，这样就把四个时空坐标统一地记成了

xµ ,µ = 0,1,2,3。利用这个记号，我们就可以将间隔的计算公式重写为

ds2 = ηµνdxµdxν , (2.8)

式中我们默认了求和约定 (后文也都默认求和约定)，而 ηµν 为，−η00 =η11 =η22 =η33 = 1,
其它指标分量都等于零。ηµν 称为四维闵可夫斯基时空的度规张量，所谓的闵可夫斯基时

空指的就是狭义相对论中的平直时空。值得注意的是，ηµν 关于它的两个指标是对称的，

即满足 ηµν = ηνµ。

我们可以将 ηµν 看成是一个 4×4 矩阵的分量形式 (记这个矩阵为 η)，进而引入这个
矩阵的逆矩阵 η−1，其分量形式记为 ηµν，

ηαβ ηβγ = δ γ
α , (2.9)
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式中 δ γ
α 为 4×4单位矩阵的分量形式。很容易看出，ηµν 也为，−η00 = η11 = η22 = η33 = 1,

其它指标分量都等于零。

假设我们考察的不是两个邻近时空点，而是两个有限间隔的时空点 xµ
1 和 xµ

2 ,记 ∆xµ =

xµ
2 − xµ

1，记这两个事件的时空间隔为 ∆s，则有

(∆s)2 = ηµν∆xµ∆xν =−(∆t)2 +(∆x)2. (2.10)

同样，无论在哪个参考系中计算，间隔 ∆s 都是不变的。1. 如果 (∆s)2 < 0, 我们就称 xµ
1

和 xµ
2 这两个事件类时相间 (timelike separated)。由于这时候 (∆x

∆t )
2 < 1，所以我们总可以

用信号将这两个事件联系起来，所以这两个事件就存在因果关系，而且正如马上就会看到

的，在不同的惯性系中，事件的因果关系将会保持不变，先发生的事件在任何惯性系中都

会先发生。2. 如果 (∆s)2 = 0, 我们就称这两个事件类光相间 (lightlike separated)。这时
候可以用光信号将两个事件联系起来。3. 如果 (∆s)2 > 0, 我们就称这两个事件类空相间
(spacelike separated)。这时候两事件没有任何因果关系，不可能用任何信号将它们联系起
来，同时它们的先后顺序也是相对的，在不同参考系中对哪个事件先发生会有不同的看法。

为了将上述两事件间的关系看得更清楚，我们取其中一个事件为 xµ
1 = 0, 即位于时空

图的坐标原点，另一个事件 xµ
2 = xµ，记事件 xµ 与原点事件的间隔为 s，则

s2 =−t2 +x2. (2.11)

对于 s2 = 0的类光相间情形，方程 −t2+x2 = 0给出的是时空图上以原点为顶点的圆锥面，

称之为光锥 (lightcone), 如图 (2.1) 所示。对于 s2 < 0 情形，这时候方程 t2 −x2 =−s2 > 0

Figure 2.1: 时空图上原点处的光锥。

给出的是具有两支的双曲面，一支位于上半光锥所包围的内部区域，一支位于下半光锥所

包围的内部区域，由于不同惯性系中 t2 −x2 =−s2 保持不变，因此在不同惯性系中事件 2
的坐标 xµ 只能在这个双曲面上变动。不过由于双曲面被光锥分隔成了两支，所以在不同

惯性系中上半支的点只能在上半支上变动，即恒有 t > 0，而下半支的点则恒有 t < 0, 即是
说，处于原点未来的事件在任何惯性系中都保持在未来，而处于原点过去的事件在任何惯

性系中都在过去，即，不同参考系不会改变事件间的因果关系。要让双曲面上半支的点变

到下半支只能是经过一个 t →−t 的时间反演。最后，对于 s2 > 0情形,方程 x2− t2 = s2 > 0
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给出的是一个连通的双曲面，原则上，这个双曲面上的任何点可以在一个合适的参考系中

变到双曲面上的任何其它点，特别的，t > 0 的点可以变到 t < 0，反之亦然。即是说，与

原点类空相间的事件是先于原点发生还是后发生并没有绝对的意义！

固有时

假如原来有一个参考系，有一个粒子从参考系的 (t,x,y,z) 点运动到 (t + dt,x+ dx,y+

dy,z+dz) 点，这两点 (它们当然类时相间) 间的间隔当然满足 ds2 = ηµνdxµdxν。现在，假

设有一个钟固定在这个粒子上，记此钟走过的时间为 dτ，并且我们依托这个钟建立一个
固定在粒子上的参考系，那么在这个参考系中，粒子的空间位移当然是零，从而从这个固

定在粒子的参考系看来，间隔 ds 应该满足，ds2 =−dτ2，即

ηµνdxµdxν =−dτ2. (2.12)

上式中的 τ 就称之为粒子走过的固有时，而 x0 = t 则称之为坐标时。很显然，固有时就是

固连在粒子上的钟所走过的时间。

假设粒子的速度为 v，即 dx = vdt，则根据 (2.12) 式即有

dτ2 = dt2 −dx2 = dt2(1−v2)⇒ dt =
dτ√

1−v2
. (2.13)

即是说，坐标时总是比固有时长的。测固有时的钟当然是相对于原参考系运动的钟，所以

这个结果常常也被人们说成是，运动的钟会变慢，因为对同一个参考系中的过程，它测出

来的时间更短。

但是，这并非运动的钟本身有什么问题，而是从原参考系的静止观察者来看，运动的

一切事物都变慢了，运动的人的生命过程也变慢了。不过，从运动的人自己来看，他自己

的一切都是正常的，在他看来，反而是原参考系中的观察者在运动 (运动是相对的)，反而
是这观察者的生命过程变慢了。

那么假设有两只钟，一只是静止的，另一只沿着闭合路径运动一圈再回到起点与静止

的钟比较，那到底哪只钟慢了呢？回答是，运动的钟绝对地慢了。但是运动不是相对的吗？

从运动钟来看，不是静止的钟在运动吗？但是，从这以运动的钟为参考系的后一种观点导

不出静止的钟变慢的结论，因为这时候这个参考系不是一个惯性系，这是由于这个运动的

钟是沿着闭合路径运动一圈而不是作匀速直线运动。

2.1.3 洛伦兹变换

狭义相对论中，两个参考系之间的时空坐标变换称作洛伦兹变换，根据前面所说，它

是一个保持间隔不变性的线性变换，通常写成

x′µ = Λµ
νxν , (2.14)

式中 Λµ
ν 构成变换矩阵 Λ 的分量形式。根据间隔不变性，我们有

ηµνdx′µdx′ν = ηµνΛµ
αΛν

β dxαdxβ = ηαβ dxαdxβ , (2.15)
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从而即有

ηµνΛµ
αΛν

β = ηαβ . (2.16)

更一般地，人们也把任何满足上式的时空坐标变换 Λµ
ν 称作洛伦兹变换，哪怕它不是源于

不同惯性系之间的变换。

我们当然可以将 (2.16) 式写成矩阵形式，即

ΛT ηΛ = η . (2.17)

很容易验证，如果洛伦兹变换 Λ1 满足上面式子，Λ2 也满足上面式子，则 Λ1Λ2 必定也满

足上面式子，从而也是洛伦兹变换。即是说，所有洛伦兹变换的集合在矩阵乘法下封闭。

另外，对 (2.17) 式两边求行列式，并注意到 det(η) =−1, 从而即可得

[det(Λ)]2 = 1 ⇒ det(Λ) =±1. (2.18)

由此可知矩阵 Λ 必定存在逆矩阵 Λ−1，并且很明显 Λ−1 也是洛伦兹变换，即任何洛伦兹

变换都有逆变换。满足乘法封闭性，并且存在逆元素的元素集合就是数学上所谓的群，所

以，所有洛伦兹变换的集合构成一个群，称作洛伦兹群，常常记作 O(1,3)。很明显，所有

det(Λ) = 1 的洛伦兹变换也构成一个群，它是 O(1,3) 的子群，通常记作 SO(1,3)，实际上，

人们在谈到洛伦兹群的时候更多都是指的这个 SO(1,3) 群。

进一步，在 (2.16) 式中取 α = β = 0, 即可得

(Λ0
0)

2 = 1+ ∑
i=1,2,3

(Λi
0)

2 ≥ 1 ⇒ Λ0
0 ≥ 1 or Λ0

0 ≤−1. (2.19)

从而根据 det(Λ)的正负以及 Λ0
0 的正负，我们可以将洛伦兹变换的集合分成四个子集。其

中所谓的正洛伦兹变换要求满足下面条件

det(Λ) = 1, Λ0
0 ≥ 1. (2.20)

容易验证，正洛伦兹变换的集合也构成一个群，称作正洛伦兹群，它是洛伦兹群的子群，

通常记为 SO+(1,3)。

一般来说，洛伦兹变换依赖于某些连续参数，比如两个参考系的相对速度以及坐标

轴的相对角度等等。最简单的洛伦兹变换就是 Λµ
ν = δ µ

ν 的恒等变换，它描写两个始终完

全重合的参考系。但是，我们可以设想连续地改变洛伦兹变换的参数，使得这两个参考

系变得不再重合，从而使得恒等变换变成非平凡的洛伦兹变换。而正洛伦兹变换的集合

正是能够由恒等变换连续地变化过来的所有洛伦兹变换。这是因为，恒等变换显然满足

det(Λ) = 1, Λ0
0 ≥ 1, 而连续的变化不可能使得 det(Λ) 从 +1 突变到 −1, 也不可能使得 Λ0

0

从 ≥ 1 突变到 ≤−1，所以能和恒等变换连续过渡的洛伦兹变换一定是正洛伦兹变换。

另外，按照洛伦兹变换的一般定义，t ′ =−t, x′ = x的时间反演变换显然也是一种洛伦
兹变换，它的变换矩阵 Λ显然满足，Λ0

0 =−1, det(Λ) =−1。因此，在任何正洛伦兹变换的基

础上再进行一个时间反演变换，得到的就是 det(Λ) =−1, Λ0
0 ≤−1的洛伦兹变换。类似的，



2.1 相对性原理 27

空间反演变换 t ′ = t,x′ =−x也是洛伦兹变换，它的变换矩阵满足 Λ0
0 = 1, det(Λ) =−1，因

此，在正洛伦兹变换的基础上再进行一个空间反演变换，得到的就是 det(Λ) =−1, Λ0
0 ≥ 1

的洛伦兹变换。而在正洛伦兹变换的基础上再同时进行时间和空间的反演，得到的就是

det(Λ) = 1, Λ0
0 ≤−1 的洛伦兹变换。

正洛伦兹变换的一个例子就是三维空间旋转，即如下洛伦兹变换

Λ0
0 = 1, Λ0

i = Λi
0 = 0, Λi

j = Ri j, (2.21)

式中 i, j = 1,2,3，而 3×3 矩阵 R 是特殊正交矩阵，即满足 RT R = 1,det(R) = 1。不过，通

常我们谈到洛伦兹变换的时候不是指这种旋转变换，虽然它的确很重要。

一些重要的洛伦兹变换

下面我们来构造一个最为通常而重要的洛伦兹变换。为此，让我们考虑一种特殊情况，

假如 S′ 系沿着 S 系的 x 轴正方向以匀速 v 运动。假设我们这么选取 S′ 的坐标轴，以使得

初始时两个坐标系的坐标轴完全重合。这样一来，由于两坐标系的相对运动只发生在 x 方

向上，与 y,z 方向无关，所以显然有 y′ = y,z′ = z。因此，我们只需要考虑事件的 t 坐标和

x 坐标在参考系变换下如何变换，为此不妨暂时忽略间隔公式 (2.6) 中的 y,z 坐标，进而将

间隔公式简化为

ds2 =−dt2 +dx2 = dx+dx−, (2.22)

式中 x+ = x+ t,x− = x− t。间隔不变性告诉我们，参考系变换以后的 x′+ = x′+ t ′,x′− =

x′− t ′ 必然满足 dx′+dx′− = dx+dx−。显然这就意味着必定有某个参数 ω 使得 x′+ = e−ωx+,
x′− = eωx−, 即有

x′ = cosh(ω)x− sinh(ω)t, (2.23)

t ′ = −sinh(ω)x+ cosh(ω)t. (2.24)

考虑 S′ 系的坐标原点 x′ = 0，它在 S 中的运动速度为 v, 因此我们有 tanh(ω) = v，利

用双曲函数的相关公式，容易得到 cosh(ω) = 1/
√

1− v2，sinh(ω) = v/
√

1− v2, 也即是说，
x, t 坐标的变换公式为

t ′ =
t − vx√
1− v2

,

x′ =
x− vt√
1− v2

, (2.25)

再加上前面的 y′ = y,z′ = z，这四个式子就是最常用的一组洛伦兹变换。而且，反过来，S

系也在以 −v 的速度相对 S′ 系运动，所以必定有

t =
t ′+ vx′√

1− v2
,

x =
x′+ vt ′√

1− v2
. (2.26)



28 Chapter 2. 相对性原理与场论

另外，也容易得到 e−ω = coshω − sinhω =
( 1−v

1+v

) 1
2 , 从而即有

x′+ t ′ =
(1− v

1+ v

) 1
2 (x+ t), x′− t ′ =

(1+ v
1− v

) 1
2 (x− t). (2.27)

如果先将 S 系变换到以速度 v1 沿着 x 轴运动的 S′ 系，从而即有 x′+ t ′ =
(1−v1

1+v1

) 1
2 (x+ t)，

接着再变换到以速度 v2 相对 S′ 系沿 x 运动的 S′′ 系，即有 x′′+ t ′′ =
( 1−v2

1+v2

) 1
2 (x′+ t ′)。则 S′′

系相对 S 系的变换将是，x′′+ t ′′ =
( 1−v

1+v

) 1
2 (x+ t) =

(1−v2
1+v2

) 1
2
( 1−v1

1+v1

) 1
2 (x+ t)，式中 v 为 S′′ 系

相对于 S 系的速度。从而即有，(1− v
1+ v

) 1
2 =

(1− v1

1+ v1

) 1
2 ·
(1− v2

1+ v2

) 1
2 . (2.28)

很明显，只要 v1 < 1,v2 < 1，则上面等式右边就是两个正实数的乘积，因此结果也必定是

正实数，从而必有 v < 1，即是说，我们不可能通过多次洛伦兹变换使得相对运动速度大

于光速。另外，从 (2.28) 式也容易得到

1− v
1+ v

=
1− v1 − v2 + v1v2

1+ v1 + v2 + v1v2
. (2.29)

也即有

v =
v1 + v2

1+ v1v2
, (2.30)

这就是相对论的速度合成公式。

下面，我们对 (2.25) 式给出的洛伦兹变换进行一个推广。依然考虑两个参考系 S 与

S′ 之间的变换，同样假设初始时这两个参考系的坐标轴完全重合。不过，现在 S′ 系相对

于 S 系以任意方向的速度 v 运动。以 v = |v| 表示速度的大小，以 vi, i = 1,2,3 表示速度 v
的各分量。为了利用 (2.25) 式，我们将坐标矢量 x 正交分解成平行于速度 v 的 x∥ 和垂直
于速度 v 的 x⊥ 两部分，它们满足

x∥ =
v(v ·x)

v2 , x⊥ = x−x∥. (2.31)

则根据 (2.25) 式，容易写出下面洛伦兹变换关系

t ′ =
t −v ·x√

1− v2
,

x′∥ =
x∥−vt
√

1− v2
,

x′⊥ = x⊥. (2.32)

由此即可以得到，

x′ = x′⊥+x′∥ = (x−x∥)+
x∥−vt
√

1− v2

= x+(
1√

1− v2
−1)

v(v ·x)
v2 − v√

1− v2
t. (2.33)
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将以上结果用洛伦兹变换矩阵 Λµ
ν 写出来即是，

Λ0
0 =

1√
1− v2

Λ0
i =− vi√

1− v2
= Λi

0

Λi
j = δi j +

( 1√
1− v2

−1
)viv j

v2 . (2.34)

很显然，当速度 v → 0 时，这种洛伦兹变换就退化为恒等变换，所以它可以与恒等变换连

续过渡，从而必定是正洛伦兹变换。实际上，任何正洛伦兹变换都可以表示成以上洛伦兹

变换和空间旋转变换 R 的乘积。

利用上面的洛伦兹变换，我们可以计算一下两个事件在不同参考系中的时间差，即有

∆t ′ =
∆t − v|∆x∥|√

1− v2
= ∆t

(1− v
|∆x∥|

∆t√
1− v2

)
. (2.35)

如果两事件类时相间，则有 |∆x∥| ≤ |∆x|< |∆t|, 即 |∆x∥|
|∆t| < 1, 从而

1− v
|∆x∥|

∆t
≥ 1− v

|∆x∥|
|∆t|

≥ 1−
|∆x∥|
|∆t|

> 0. (2.36)

从而，对于这种类时相间的情况，(2.35) 式子左边 ∆t ′ 的正负符号与右边 ∆t 的正负符号相

同，即是说，这时候洛伦兹变换不会改变事件的先后顺序，也就是会保持事件之间的因果

关系！这个结论当然是我们已经知道了的。并且，从上面的讨论也可以看出，如果两事件

类空相间，那它们之间的先后顺序就是相对的，在不同的参考系看来可能有不同的结论。

2.2 四维时空的矢量和张量

2.2.1 四维矢量和张量

上一节说过，在不同的参考系中，时空坐标按照下面的洛伦兹变换而变换，

dx′µ = Λµ
νdxν , (2.37)

式中变换矩阵 Λ 满足

ΛT ηΛ = η ⇔ Λ−1 = η−1ΛT η . (2.38)

类比于四分量的 dxµ，假设一个任意的四分量量 Aµ = (A0,A) 在参考系的变换下与

dxµ 的变换规则相同，即满足

A′µ = Λµ
νAν , (2.39)

则我们称 Aµ 为一个四维时空的矢量，简称四矢量，当然严格来讲 Aµ 是四矢量的分量形

式。与时空间隔类似，我们可以定义四矢量的平方 A2 为

A2 = ηµνAµAν =−(A0)2 +A2 =−(A0)2 +(A1)2 +(A2)2 +(A3)2. (2.40)
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很明显，A2 在洛伦兹变换下是不变的。

我们也可以定义下指标的四分量量 Aµ 为，

Aµ = ηµνAν , (2.41)

写得更清楚一点就是

Aµ = (A0,A1,A2,A3) = (−A0,A1,A2,A3) = (A0,A). (2.42)

则 A2 就可以写成 A2 = AµAµ，而 A2 在洛伦兹变换下的不变性则意味着

A′
µA′µ = AµAµ . (2.43)

注意到 Aµ 在洛伦兹变换下按照 (2.39) 式变换，因此上式就意味着 Aµ 必然按照下式变换

A′
µ = (Λ−1)ν

µAν . (2.44)

在洛伦兹变换下按照这样变换的量同样叫做四矢量。不过为了区分上指标的四矢量和下指

标的四矢量，有时候人们称 Aµ 为四矢量的逆变分量，而称 Aµ 为四矢量的协变分量。利

用 ηµν 我们可以把上指标降下来，进而将逆变分量转化为协变分量，反过来，我们也可以

利用 ηµν 将下指标升上去，即

Aµ = ηµνAν . (2.45)

假设记 ∂µ = ∂
∂xµ，则不难明白全微分 d = dxµ∂µ 是不依赖于坐标系的，由此即可以看

出，偏导运算 ∂µ 在洛伦兹变换下和协变四矢量的变换规则相同，即按下式变换

∂ ′
µ = (Λ−1)ν

µ∂ν . (2.46)

归纳一下即是，在洛伦兹变换下，四矢量的逆变分量和 dxµ 的变换规则相同，而协变分量

则和 ∂µ 的变换规则相同。

很显然，任意一个逆变四矢量 Aµ 和任意一个协变四矢量 Bµ 都可以构成一个在洛伦

兹变换下保持不变的量，这个量即是 AµBµ , 有时候也记作 A ·B，称作两个四矢量 A 和 B

的内积。两个四矢量的内积是洛伦兹不变的，称作一个四维标量，四维标量即是在洛伦兹

变换下保持不变的量。

四维矢量是只有一个指标的量，我们当然可以进一步考察多个指标的量，比如 Bµν ,
如果这个量的每一个指标在洛伦兹变换下都按逆变矢量那样变，即是说

B′µν = Λµ
αΛν

β Bαβ , (2.47)

我们就称 Bµν 为一个 2 阶逆变张量，或者记作 (2,0) 张量，(2,0) 代表它有 2 个上指标 0

个下指标。类似的，我们也可以考察 (0,2) 张量，它即是两个下指标，且在洛伦兹变换下

按照下式变换的量，

B′
µν = (Λ−1)α

µ(Λ
−1)

β
νBαβ . (2.48)
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进一步，也可以考察混合型张量，比如 (1,1) 张量，它即是一个上指标一个下指标，且在

洛伦兹变换下按照下式变换的量，

B′µ
ν = Λµ

α(Λ−1)
β
νBα

β . (2.49)

类似的概念可以很容易推广到有 p 个上指标 q 个下指标的 (p,q) 张量。特别的，(0,0) 张

量就是四维标量，(1,0) 张量就是四维逆变矢量，而 (0,1) 张量则是四维协变矢量。

当然，完全类似于四矢量情形，我们同样可以用 ηµν 来将张量的上指标降下来，也可

以用 ηµν 来将张量的下指标升上去。而且，对于一个 (p,q) 张量，我们可以让它的某个上

指标和某个下指标相同，从而默认对这个指标求和，结果就是一个 (p−1,q−1)张量，这就

叫做张量的缩并。比如说，对于 (1,1) 张量 Bµ
ν，我们可以考察 Bµ

µ = B0
0 +B1

1 +B2
2 +B3

3，

注意它的上指标和下指标已经求和掉了，从而人们很容易验证它是洛伦兹不变的，即是一

个 (0,0) 张量，或者说是一个四维标量。

另外，比如说对于 (2,0) 张量 Bµν，我们可以进一步要求它的两个指标对称，即满足

Bµν = Bνµ，这就叫二阶对称张量。而如果我们要求两个指标反对称，即满足 Bµν =−Bνµ，

那就叫二阶反对称张量。对于反对称张量 Bµν，我们有 B00 = B11 = B22 = B33 = 0, 这是因
为比如说 B00 =−B00，从而必有 B00 = 0。对于 (0, p) 张量 Cµ1µ2...µp，如果它的任意两个指

标均反对称，我们就称之为 p 阶反对称张量。但是在四维时空中，必定有 p ≤ 4。这是因

为，在四维时空中，任何指标都只能取 0,1,2,3，从而对于 p > 4 的情形，Cµ1µ2...µp 的任意

p 个下指标中必有两个取相同值，考虑到反对称这就意味着 Cµ1µ2...µp = 0, 即高于 4 阶的反

对称张量必定为零。进一步，由于 p 阶反对称张量场 p 个指标必须全不相同，所以在四

维时空中，它的独立分量个数就是 4!
p!(4−p)!。

最后，四维张量的概念很容易推广到场，如果一个量既是一个四维张量，同时还是一

个场，那就叫做张量场，比如一个 (0,2) 型二阶张量场可以写成 Bµν(x)，式中 x 表示时空

点。

2.2.2 四维时空中的微分形式

在《经典力学新讲》的第一章，我们介绍过微分形式和外微分的知识，实际上，微分

形式与反对称张量场有密切的联系，这一小节就让我们从这个联系开始。具体来说，对于

一个 p-形式 C，我们可以写出它的分量形式，

C =
1
p!

Cµ1µ2...µpdxµ1 ∧dxµ2 ∧ ....∧dxµp . (2.50)

式中 Cµ1µ2...µp 为这个 p 形式的分量，它的指标是两两反对称的。事实上，Cµ1µ2...µp 必定是

一个 p 阶反对称张量场。这是因为，p-形式本身不依赖于坐标系，因此洛伦兹变换到 x′µ

坐标后必有

C′
µ1µ2...µp

(x′)dx′µ1 ∧ ....∧dx′µp =Cν1ν2...νp(x)dxν1 ∧ ....∧dxνp . (2.51)

由此易知 Cµ1µ2...µp 在洛伦兹变换下必定按照 (0, p) 张量的变换规则变换。从而 p-形式的
分量和 p 阶反对称张量场一一对应。
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在四维时空中，由于 p 阶反对称张量场必须满足 p ≤ 4，因此在四维时空中最多考虑

4-形式，更高阶的微分形式自动为零。
有一个特殊的 4-形式值得专门讲一下，那就是所谓的四维时空的体积形式 Ω，

Ω = dt ∧dx∧dy∧dz. (2.52)

但这个四形式严格来说算不上一个微分形式，而是所谓的赝形式，原因在于它在坐标变换

以后会相差一个雅可比行列式，因此洛伦兹变换以后

Ω′ = dt ′∧dx′∧dy′∧dz′ = det(Λ)Ω. (2.53)

因此对于 det(Λ) = 1的洛伦兹变换，它和一个真正的微分形式一样不依赖于坐标系。但是，

对于 det(Λ) =−1 的洛伦兹变换，比如空间反演变换或时间反演变换，那它就要多出一个

负号，而不是真正不依赖于坐标系。像这样的在空间反演和时间反演之下多出一个负号的

“微分形式”就叫做赝形式。但是，对于物理学研究来说，由于主要考虑的是正洛伦兹变

换，这时候自动有 det(Λ) = 1, 因此我们常常将赝形式和真正的微分形式同等对待。
赝形式的分量也不是真正的反对称张量，而是所谓的赝张量，即它在空间反演或时间

反演之下相比于真正张量的变换规则会多出一个负号。但是，和平等对待赝形式一样，在

物理学中，我们也常常将赝张量和张量平等对待。因此，以后除非某些地方需要特别做出

区分，否则我们就将赝形式同样称为微分形式，也将赝张量同样称为张量。

为了写出体积形式 Ω 所对应的反对称张量，我们引入如下定义

εµ1µ2µ3µ4 =


1, (µ1µ2µ3µ4) 是 (0123) 的偶置换

−1, (µ1µ2µ3µ4) 是 (0123) 的奇置换

0, 其它情况

. (2.54)

容易验证有，

Ω =
1
4!

εµ1µ2µ3µ4dxµ1 ∧dxµ2 ∧dxµ3 ∧dxµ4 . (2.55)

可见 εµ1µ2µ3µ4 正是体积形式所对应的四阶反对称张量 (赝张量)，不过，由于 εµ1µ2µ3µ4 的

定义不依赖于坐标系，所以这个反对称张量实际上在洛伦兹变换下变换的结果是保持原值
不变。
我们注意到 p 形式的独立分量个数与 4− p 形式的独立分量个数相同，均为 4!

p!(4−p)! ,
这使得人们想到也许可以建立两者间的一一对映。的确，这样的对映是存在的，它叫做霍

奇对偶 (Hodge duality)，通常用 ∗ 号来标记。具体来说，我们定义 ∗ 号为一个线性映射，
它在微分形式上的作用如下

∗(dxµ1 ∧ ...∧dxµp) =
1

(4− p)!
εµ1...µp

νp+1...ν4dxνp+1 ∧ ...∧dxν4 . (2.56)

特别的，∗1 将映射到体积形式 Ω

∗1 =
1
4!

εµ1µ2µ3µ4dxµ1 ∧dxµ2 ∧dxµ3 ∧dxµ4 = Ω. (2.57)
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而对于任意的 p 形式 C,

C =
1
p!

Cµ1µ2...µpdxµ1 ∧dxµ2 ∧ ....∧dxµp , (2.58)

根据线性性，我们有

∗C =
1
p!

Cµ1...µp ∗ (dxµ1 ∧ ....∧dxµp)

=
1

(4− p)!p!
Cµ1...µpεµ1...µp

νp+1...ν4dxνp+1 ∧ ...∧dxν4 , (2.59)

结果显然为 (4− p) 形式。

特别的，2 形式的霍奇对偶依然为 2 形式！对于 2 形式，我们也常常可以等价地认为
霍奇对偶是作用在它的分量上，这是通过定义 ∗Cµ1µ2 = (∗C)µ1µ2。则根据 (2.59) 式，易有

∗Cµ1µ2 =
1
2

Cν3ν4εν3ν4
µ1µ2

. (2.60)

定理：对于 p 形式 C,

∗∗C = (−)(−)p(4−p)C. (2.61)

即，对于 p = 1,3 形式，有 ∗∗C =C; 对于 p = 0,2,4 形式，有 ∗∗C =−C; 特别的，对于
p = 2 形式，有 ∗∗C =−C。

证明如下。重复应用 ∗ 映射的作用，有

∗∗C =
1

(4− p)!p!
Cµ1...µpεµ1...µp

νp+1...ν4 ∗ (dxνp+1 ∧ ...∧dxν4)

=
1

(4− p)!p!p!
Cµ1...µpεµ1...µp

νp+1...ν4ενp+1...ν4
ρ1...ρpdxρ1 ∧ ...∧dxρp

=
(−)p(4−p)

(4− p)!p!p!
Cµ1...µpεµ1...µp

νp+1...ν4ε νp+1...ν4
ρ1...ρp dxρ1 ∧ ...∧dxρp

=
(−)p(4−p)

(4− p)!p!p!
Cµ1...µpεµ1...µpνp+1...ν4ερ1...ρpνp+1...ν4dxρ1 ∧ ...∧dxρp

= (−)(−)p(4−p) 1
p!

Cµ1...µpdxµ1 ∧ ...∧dxµp = (−)(−)p(4−p)C. (2.62)

式中我们利用了恒等式

1
p!(4− p)!

εµ1...µpνp+1...ν4ερ1...ρpνp+1...ν4dxρ1 ∧ ...∧dxρp

=(−)dxµ1 ∧ ...∧dxµp , (2.63)

这里的负号来自于 ε0123 =−ε0123 ⇒ εµ1...µ4 = (−)εµ1...µ4。

霍奇对偶运算可以和外微分运算结合起来，为了本书后面章节的应用，让我们考察一

个重要的例子。假设我们考察一个 2 形式 F ,

F =
1
2

Fµ1µ2dxµ1 ∧dxµ2 , (2.64)
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让我们来计算一下 ∗d ∗F 的结果是什么。

∗d ∗F =
1
2

1
2
∗d
(

Fµ1µ2εµ1µ2
ν3ν4dxν3 ∧dxν4

)
=

1
2

1
2

∂ρFµ1µ2εµ1µ2
ν3ν4 ∗ (dxρ ∧dxν3 ∧dxν4)

=
1
2

1
2

∂ρFµ1µ2εµ1µ2
ν3ν4ερν3ν4

σ dxσ

=
1
2

1
2

∂ ρFµ1µ2εµ1µ2ν3ν4ερσν3ν4dxσ

=−∂ ρFρσ dxσ . (2.65)

式中我们再次应用了前面用过的恒等式
1
2

1
2

εµ1µ2ν3ν4ερσν3ν4Fµ1µ2 =−Fρσ . (2.66)

不妨小结一下推导的结果，即是

∗d ∗F =
(
−∂ µFµν

)
dxν , (2.67)

是一个 1 形式。

完全类似的推导可以得到，对于 1 形式 A = Aµdxµ 有

∗d ∗A =−∂ µAµ , (2.68)

结果为 0 形式。而对于 3 形式 C = 1
3!Cµ1µ2µ3dxµ1 ∧dxµ2 ∧dxµ3 ,

∗d ∗C =
1
2!
(
−∂ µCµρσ

)
dxρ ∧dxσ . (2.69)

结果为 2 形式。

实际上，无需计算即可知，对于任何 p 形式 C, ∗d ∗C 必定为一个 p−1 形式，原因其

实很简单，我们留给读者自己思索。即是说，∗d∗ 运算的效果刚好与外微分运算相反，外
微分运算会将微分形式升高 1 次，而 ∗d∗ 运算则会将微分形式降低 1 次。

另外，也可以把霍奇对偶与外微分最漂亮的结论，即广义斯托克斯定理，结合起来。

为此我们先回顾一下广义斯托克斯定理，它说的是，对于时空中任何一个 p+1 维超曲面

D，其 p 维边界我们记为 ∂D，有 ∫
∂D

Cp =
∫

D
dCp, (2.70)

式中 Cp 表示一个任意 p 形式。

下面取 D 为四维时空中的一个区域，∂D 为它的三维边界，则对于任意 1 形式 A =

Aµdxµ 我们有∫
∂D

∗A =
∫

D
d ∗A =−

∫
D
∗∗d ∗A =

∫
D

∂ µAµ ∗1 =
∫

D
(∂ µAµ)Ω. (2.71)

式中第 2 个等号利用了对于 4 形式 C4 有 ∗∗C4 = −C4(而 d ∗A 正是一个 4 形式)，另外，
式中第 3 个等号是代入了 (2.68) 式，最后一个等号是利用了 ∗1 = Ω。不妨将最终的结果
写清楚一点，即 ∫

∂D
∗A =

∫
D
(∂ µAµ)Ω. (2.72)

这正是四维时空中的高斯定理。
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2.3 相对性原理与经典场论

现在我们可以将相对性原理重新表述为，任何物理规律都应该在洛伦兹变换下保持不

变。因此本书要考察的经典场论当然也要满足这种洛伦兹不变性，进一步，从第一章我们

已经知道，经典场论的规律 (也就是场方程) 可以由最小作用量原理导出，因此这就意味
着经典场论的作用量泛函必须在洛伦兹变换下保持不变！这就意味着经典场论的作用量泛

函必须是洛伦兹标量。

另外，对于局域场论，作用量 S 总可以写成拉格朗日密度 L 的积分，即 S =
∫

d4xL，

注意到体积元 d4x 等价于体积形式 Ω，因此显然是洛伦兹不变的，因此 S 要是洛伦兹标量

当且仅当拉格朗日密度 L 为洛伦兹标量！

进一步，假设我们考虑的是一个标量场论，场变量记为 ϕ，则从第一章可以知道 L =

L (ϕ , ϕ̇ ,∇ϕ)。很显然，场的时间导数 ϕ̇ 可以和空间导数 ∇ϕ 结合成一个四维矢量 ∂µϕ =

(ϕ̇ ,∇ϕ)。所以拉氏密度实际上是 ϕ 和 ∂µϕ 的函数，记为 L = L (ϕ ,∂µϕ)。从而最小作用
量原理导出来的场方程就是，

∂µ

( ∂L

∂ (∂µϕ)

)
=

∂L

∂ϕ
. (2.73)

而 ∂µϕ 能构造出来的最简单洛伦兹标量就是

∂µϕ∂ µϕ = ηµν∂µϕ∂νϕ =−(∂tϕ)2 +(∇ϕ)2. (2.74)

要求动能项为正，并进一步通过将一个合适的常数吸收进场 ϕ 的定义之中，我们总能将
∂µϕ 对拉氏密度最简单的贡献写作

−1
2

∂µϕ∂ µϕ . (2.75)

另外，很显然，ϕ 的任意函数 −U (ϕ) 都是洛伦兹标量，因此可以加到拉氏密度中去，进
而就得到如下最简单的洛伦兹不变的拉氏密度

L =−1
2

∂µϕ∂ µϕ −U (ϕ)

=
1
2
[(∂tϕ)2 − (∇ϕ)2]−U (ϕ). (2.76)

很显然，这给出的正是前面第一章中所考察的经典场论例子。所以，第一章的例子不是完

全任意写出来的，它实际上是洛伦兹不变性限制下的最简单例子！

当然，洛伦兹不变性并不能完全决定拉氏密度，比如，读者很容易发现下面的拉氏密

度同样洛伦兹不变，

L =−1
2

g(ϕ)∂µϕ∂ µϕ −U (ϕ), (2.77)

式中 g(ϕ) 为 ϕ 的任意函数。这也是一种很常见的标量场模型，虽然人们对它的研究可能
比上面那个更简单的模型略少。在这个模型中取 g(ϕ) 为常数 g0, 然后再将 √

g0 吸收到 ϕ
场的定义中去，就回到了上面那个更简单的模型。
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读者可能会想为什么只用 ϕ 和 ∂µϕ 构造拉氏密度呢？为什么不考虑二阶导数 (∂µ∂νϕ)，
甚至更高阶导数呢？的确，考虑二阶导数也能轻易构造出洛伦兹不变的拉氏密度，比如

L =−1
2

∂µϕ∂ µϕ + f (ϕ)(∂µ∂νϕ)(∂ µ∂ νϕ). (2.78)

但实际上，人们几乎不会研究这种场论模型，原因有两个：第一，这种场论模型用最小作

用量原理导出的场方程是四阶微分方程，而我们通常要求物理系统的运动微分方程为二阶

微分方程。第二，可以证明，这样含高阶导数的模型导出来的哈密顿量 (也就是能量) 没有
下界，即没有最低能量，从而物理上是不允许的，这就是所谓的 Ostrogradsky 不稳定性。

前面的标量场模型很容易推广，比如说，我们可以同时考察 n 个标量场，记为 ϕ a,a =

1,2, ...,n，这时候很容易构造出如下拉氏密度，

L =−gab(ϕ)∂µϕ a∂ µϕ b. (2.79)

式中 gab(ϕ) 是 ϕ a 的函数，实际上人们通常让它是场空间的黎曼度规。这样的场论模型就

是所谓的非线性 sigma 模型。之所以没有在非线性 sigma 模型的拉氏密度中加上 −U (ϕ)
这样的项，是因为我们还要求了场空间的微分同胚不变性，U (ϕ) 这样的项会破坏这种不
变性。

前面考察的标量场 ϕ 都是实数值的，我们当然也可以考察复数值的标量场，不过由于
作用量和拉氏密度必须是实数值的，所以这时候需要同时考虑 ϕ 以及它的复共轭场 ϕ。很
显然，这时候最简单的拉氏密度可以取下面的形式

L =−∂µϕ∂ µϕ −U (ϕϕ). (2.80)

很容易看出，除了洛伦兹不变性之外，这个拉氏密度还在下面变换下保持不变，

ϕ → eiθ ϕ , ϕ → e−iθ ϕ . (2.81)

式中 θ 为一个任意常数。
以上只考虑了四维时空中的标量场论。四维矢量场甚至高阶张量场当然也能构造相应

的拉氏密度，进而得到相应的经典场论。但这时候为了得到真正有用的经典场论，往往需

要在洛伦兹不变性之外进一步对系统加上更多的限制，我们还是留到后面的章节中讨论

吧。
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上一章中我们已经看到洛伦兹不变性如何限制经典场论的作用量，更一般的，场论系

统的任何对称性都限制着它的作用量，这种限制通过要求作用量在对称变换之下保持不

变来完成。在现代物理中有一条构造作用量的基本原则，即首先猜测出场论系统的对称

性，然后再写出这些对称性所允许的作用量的一般形式。物理学家杨振宁先生称这条原则

为：“对称性决定相互作用”。

在现代物理中，对称性的重要性再怎么强调都不为过。比方说，对称性和守恒定律密

切相关。每一种连续对称性都对应着一条守恒定律，这就是所谓的诺特定理。在《经典力

学新讲》中，我们对于粒子系统证明过这条定理，现在，我们要将这个证明推广到场论系

统。

在基本规律的层次上，我们的世界也许有很高的对称性，但是我们所生活的低能世界

却没有那么高的对称性，它反而展现出千奇百怪的多样性。如何从基本层次的对称性到现

实的多样性呢？回答是通过对称性的破缺，尤其是通过对称性的自发破缺。所谓对称性的

自发破缺，指的就是作用量是对称的，但是运动微分方程的解没有那么高的对称性，作用

量的对称性在解的层次上破缺了，特别的，场方程的真空解没有那么高的对称性，真空破

缺了作用量的对称性，这就是对称性自发破缺。本章我们还将研究这种自发破缺是如何发

生的。

为了简单起见，本章将限于考察标量场系统。



38 Chapter 3. 对称性与对称性自发破缺

3.1 对称性与守恒定律

3.1.1 诺特定理

为了让读者看清楚诺特定理证明的关键思想，我们先限于考察不改变时空坐标的对称

变换，后文在考察时空平移对称性和洛伦兹对称性时再推广到时空坐标跟着变换的对称

性。

假设我们的场论系统由 n个标量场组成，记为 ϕ a(x), a = 1,2, ...,n，相应的作用量泛函

记为 S[ϕ ] =
∫

d4xL (ϕ ,∂µϕ)。假设 S[ϕ ] 在某簇连续对称变换 g(θ) 的作用下保持不变，这
里 θ 为这簇连续对称变换所依赖的连续参数，特别的，θ = 0 对应恒等变换 (即不进行任
何变换操作)。为了证明诺特定理，下面考察无穷小对称变换，即 θ = ε 的对称变换, ε 为
无穷小量。假设在此变换之下，时空坐标保持不变，但是场位形 ϕ a(x) 变换为 ϕ̃ a(x),

ϕ a(x)→ ϕ̃ a(x) = ϕ a(x)+ εFa(ϕ(x)), (3.1)

Fa(ϕ(x)) 为场 ϕ 的某个函数，其具体形式取决于对称变换的定义。作用量的变换不变意
味着，在此无穷小变换前后，作用量的改变量为零，即

δS = S[ϕ̃ ]−S[ϕ ] =
∫

d4x
(
L (ϕ̃ ,∂µ ϕ̃)−L (ϕ ,∂µϕ)

)
= 0. (3.2)

前面的无穷小量 ε 是一个常数，下面我们将它变成一个关于时空坐标 x 的任意函数

ε(x), 同时要求 ε(x) 在时空的无穷远处趋于零，则原来的无穷小对称变换就变成如下无穷
小变换，

ϕ a(x)→ ϕ̃ a(x) = ϕ a(x)+ ε(x)Fa(ϕ(x)), (3.3)

它在时空无穷远处保持 ϕ 不变。现在这个变换就不再是对称变换了，从而变换前后的作用
量一定会发生改变。注意到拉格朗日密度里只含一阶偏导，从而容易知道变换前后作用量

的改变量必定为

δS =
∫

d4xJµ∂µε, (3.4)

式中 Jµ 为 ϕ 和 ∂νϕ 的某个函数。特别的，作用量的改变量只能依赖于 ∂µε 而不能依赖
于 ε，这是因为，当我们将 ε(x) 恢复为无穷小对称变换的常数 ε 时，作用量的改变量必须
要恢复为零。

下面我们将表达式 (3.4) 分部积分，并丢掉无穷远处的边界项 (因为 ε(x) 在无穷远处
趋于零)，即有

δS =−
∫

d4x∂µJµε(x). (3.5)

下面，假设我们的无穷小变换是作用在满足运动微分方程的真实场位形上，则由于真实场

位形必定满足最小作用量原理 δS = 0，从而有

δS =−
∫

d4x∂µJµε(x) = 0. (3.6)
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注意到 ε(x) 的任意性，从而必有

∂µJµ(x) = 0. (3.7)

这就是四维时空的流守恒方程。从而任何连续对称性都意味着存在一个守恒流 Jµ，这就

是场论系统的诺特定理。

记 J0(x) = ρ(x), J = (J1,J2,J3), 则上面的流守恒方程可以重写成，

∂ρ
∂ t

+∇ ·J = 0. (3.8)

将上式对三维空间积分，并记
∫

d3xρ(x, t) = Q, 则有

dQ
dt

=−
∫

d3x∇ ·J =−
∫

∞
dS ·J = 0, (3.9)

上式最后我们假定了在空间无穷远处 J 趋于零。因此，Q =
∫

d3xρ(x, t) 是一个守恒量，称
之为守恒荷，而 ρ(x) 就称作荷密度，J(x) 就是流密度。根据《经典力学新讲》第五章的相
关知识可以知道，守恒荷 Q 作为场论相空间上的函数，它就是对称变换的生成元，即有如

下泊松括号关系

ε[ϕ a,Q] = δϕ a = εFa(ϕ(x)). (3.10)

现在，恢复光速 c，则 (3.8) 式就变成

∂ (ρc)
∂ (ct)

+∇ ·J = 0. (3.11)

这意味着恢复量纲以后，实际上 J0 = ρc，从而守恒流四矢量为 Jµ = (ρc,J)。

3.1.2 内部对称性

其实，保持时空坐标不变的对称性就是所谓的内部对称性，现在让我们来考察两个具

体的内部对称性。

U(1) 对称性

我们将要考察的第一个内部对称性是所谓的相位不变性，也称作 U(1) 不变性。具体

来说，假设我们考察的场论系统由一个复标量场组成，并具有如下作用量

S[ϕ ] =−
∫

d4x
[
∂µϕ∂ µϕ +U (|ϕ |2)

]
. (3.12)

显然，这个作用量在如下复标量场的相位变换 (也称作 U(1) 变换) 下保持不变，

ϕ(x)→ eiθ ϕ(x), ϕ(x)→ e−iθ ϕ(x). (3.13)

取 θ 为无穷小量 θ = ε, 则 U(1) 变换前后场的改变量为

δϕ = iεϕ , δϕ =−iεϕ . (3.14)
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现在，将上面无穷小参数 ε 变成依赖于时空坐标的 ε(x)，则变换前后作用量的改变量为

δS =−
∫

d4x
[
∂ µϕ∂µ(δϕ)+∂µ(δϕ)∂ µϕ

]
=−i

∫
d4x
[
∂ µϕϕ −ϕ∂ µϕ

]
∂µε. (3.15)

根据诺特定理的证明过程可知，相应的守恒流 Jµ 为

Jµ = i
[
ϕ∂ µϕ −∂ µϕϕ

]
. (3.16)

特别的，现实世界的电荷守恒就对应于这样一个 U(1) 守恒流。

U(N) 对称性

U(1) 对称性的一种简单推广是所谓的 U(N) 对称性。这时候我们的场论系统有 N 个

复标量场 ϕ i, i = 1,2, ...,N，它们组成列矢量 Φ,

Φ =

(
ϕ 1

ϕ 2

...
ϕ N

)
. (3.17)

所谓的 U(N) 变换就是用一个 N ×N 可逆复矩阵 U 作用在场 Φ 上，即是说场 Φ 变换为

Φ(x)→UΦ(x), Φ†(x)→ Φ†(x)U†. (3.18)

式中符号 † 表示共轭转置，即将每一个矩阵元取复数共轭同时将整个矩阵转置，† 也称作

厄密共轭。只不过，在上面变换中我们同时要求可逆矩阵 U 满足

U†U = 1 ⇔U−1 =U†. (3.19)

这样的矩阵也称之为幺正矩阵。

考虑到 N×N 复矩阵一共有 N2 个复数矩阵元，对应 2N2 个实参数，而幺正性U†U = 1

施加了 N2 个限制，所以独立的实参数个数为 N2 个。即是说，所有 N ×N 幺正矩阵的集

合可以由 N2 个实参数刻画。实际上，任何幺正矩阵必定可以写成如下形式，

U = exp(iθ aTa), (3.20)

式中 θ a,a = 1,2, ...,N 为刻画幺正矩阵的 N2 个实参数，Ta 为矩阵，式中要对重复指标 a

求和，从 1 求到 N2。幺正性的 U−1 =U† 意味着

exp
(
− iθ aTa

)
= exp

(
− iθ aT †

a
)
, (3.21)

即

T †
a = Ta, (3.22)

这样的矩阵称作厄密矩阵。

从而场 Φ 的 U(N) 变换即如下变换，

Φ(x)→ exp(iθ aTa)Φ(x), Φ†(x)→ Φ†(x)exp(−iθ aTa). (3.23)
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很明显，如下作用量 S[Φ] 在这种 U(N) 变换下是不变的，

S[Φ] =−
∫

d4x
[
∂µΦ†∂ µΦ+U (Φ†Φ)

]
, (3.24)

我们称这样的场论具有 U(N) 对称性。

为了导出上述具 U(N) 对称性场论系统的守恒流，我们令 (3.23) 变换中的参数 θ a 为

无穷小量 εa，并进而将 εa 改变成依赖于时空坐标的 εa(x)，则在这种改变后的无穷小变换

之下，场的改变量为

δΦ(x) = iεa(x)TaΦ(x), δΦ†(x) =−iεa(x)Φ†(x)Ta. (3.25)

相应的作用量 S[Φ] 的改变量为

δS =−
∫

d4x
[
∂µ(δΦ†)∂ µΦ+∂µΦ†∂ µ(δΦ)

]
= i
∫

d4x
[
Φ†Ta∂ µΦ−∂ µΦ†TaΦ

]
∂µεa. (3.26)

从而 U(N) 对称性的相应守恒流为

Jµ
a = i

[
Φ†Ta∂ µΦ−∂ µΦ†TaΦ

]
. (3.27)

3.1.3 时空对称性

前面我们考察的是保持时空坐标不变的内部对称性，下面我们来考察时空本身的对称

性。为了简单起见，本节假定所考察的场论系统由一个实标量场组成。

时空平移对称性与能动量张量

首先我们考察时空平移对称性，假定在某个时空平移操作之下 xµ → x′µ = xµ +aµ , 其
中 aµ 为某常数四矢量，即假定整个场论系统反向 (向后) 平移了 aµ , 从而使得其时空坐标
增加了 aµ。假设在此平移之下，场 ϕ(x)变换为 ϕ ′(x)，ϕ(x)→ ϕ ′(x), 由于系统是向后平移，
所以变换之后 x 点的场来源于变换之前 x′ = x+a 点的场，即有

ϕ ′(x) = ϕ(x′). (3.28)

很容易验证作用量 S[ϕ ] =
∫

d4xL (ϕ ,∂µϕ) 在此平移之下保持不变，具体验证过程如下

S[ϕ ] =
∫

d4xL (ϕ(x),∂µϕ(x))→

S[ϕ ′] =
∫

d4xL (ϕ ′(x),∂µϕ ′(x))

=
∫

d4xL (ϕ(x′),∂µϕ(x′)) =
∫

d4x′L (ϕ(x′),∂ ′
µϕ(x′))

=
∫

d4xL (ϕ(x),∂µϕ(x)) = S[ϕ ] (3.29)

式中倒数第二个等号只是将 x′ 重记成了 x。

下面考察无穷小时空平移，即将 aµ 取成无穷小量 εµ。进一步，根据诺特定理的证明

过程，我们将 εµ 变成依赖于时空坐标 x 的无穷小量 εµ(x), 即考察如下无穷小时空变换

xµ → x′µ = xµ + εµ(x). (3.30)
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记坐标变换的雅可比行列式为 | ∂x′
∂x |, 利用矩阵恒等式 det(A) = eTr(lnA), 易得在一阶近似上

有

|∂x′

∂x
|= 1+∂µεµ(x)⇒ | ∂x

∂x′
|= 1−∂µεµ . (3.31)

从而变换以后的作用量 S[ϕ ′] 为

S[ϕ ′] =
∫

d4xL (ϕ ′(x),∂νϕ ′(x)) =
∫

d4xL (ϕ(x′),∂νϕ(x′))

=
∫

d4x′| ∂x
∂x′

|L (ϕ(x′),
∂x′µ

∂xν ∂ ′
µϕ(x′))

=
∫

d4x′(1−∂µεµ)L
(
ϕ(x′),∂ ′

νϕ(x′)+∂νεµ∂ ′
µϕ(x′)

)
=
∫

d4x′
∂L

∂
(
∂ ′

νϕ(x′)
)∂ ′

µϕ(x′)∂νεµ −
∫

d4x′∂µεµL
(
ϕ(x′),∂ ′

νϕ(x′)
)

+
∫

d4x′L
(
ϕ(x′),∂ ′

νϕ(x′)
)

=
∫

d4x
[ ∂L

∂ (∂νϕ)
∂µϕ(x)−δ ν

µ L
(
ϕ(x),∂ρϕ(x)

)]
∂νεµ

+
∫

d4xL
(
ϕ(x),∂νϕ(x)

)
. (3.32)

式中最后一个等号是将时空坐标 x′ 重记成了 x。由上面的推导易知，变换前后作用量的改

变量为

δS = S[ϕ ′(x)]−S[ϕ(x)]

=
∫

d4x
[ ∂L

∂ (∂νϕ)
∂µϕ(x)−δ ν

µ L
]
∂νεµ . (3.33)

完全类似于前面诺特定理证明过程的论证可知，时空平移对称性对应的守恒流为

T ν
µ =−

[ ∂L

∂ (∂νϕ)
∂µϕ(x)−δ ν

µ L
]
. (3.34)

相应的流守恒方程为

∂νT ν
µ = 0. (3.35)

注意到 T 00 = ∂L
∂ ϕ̇ ϕ̇(x)−L = πϕ̇ −L 正好是哈密顿密度，即能量密度，从而可知时间

平移对称性对应的守恒荷正是系统的总能量，即

H = P0 =
∫

d3xT 00(x). (3.36)

进而易知空间平移对称性对应的守恒荷是系统的总动量，即对于 i = 1,2,3 有，

Pi =
∫

d3xT 0i(x) =−
∫

d3xπ(x)∂ iϕ(x). (3.37)

能量和动量一起构成了四矢量 Pµ = (H,P), 通常称 Pµ 为四动量。人们通常称 T µν 为能动

量张量，其中 T 00 为能量密度，T i0 为能量流密度，T 0 j 为动量密度，T i j 为动量流密度。
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假设我们考虑 L =−1
2 ∂µϕ∂ µϕ −U (ϕ) 的场论模型，则容易算得，

T µν = ∂ µϕ∂ νϕ +ηµνL

= ∂ µϕ∂ νϕ − 1
2

ηµν∂ρϕ∂ ρϕ −ηµνU (ϕ). (3.38)

很明显，这个 T µν 的两个指标是对称的。实际上，可以证明，对于任何洛伦兹不变的标量

场论，其 T µν 都必定是对称张量。但是当我们的考察范围超出标量场论时，其按照诺特

定理求出来的 T µν 就不一定为对称张量了，比方说对于矢量场，它的 T µν 就不是对称张

量。不过，T µν 的流守恒方程 ∂µT µν = 0 告诉我们，T µν 的定义不是唯一的，实际上人们

很容易看出，对于任何 Xρµν，只要 Xρµν = −X µρν，则 T µν +∂ρXρµν 同样满足流守恒方

程，因此可以定义为新的能动量张量。从而只要我们合适地选取 Xρµν , 我们总可以让重新
定义以后的能动量张量为一个对称张量。在广义相对论中，物质系统总是通过能动量张量

和引力场相耦合，由于引力场由一个对称的度规场描述，因此相应的能动量张量必定是对

称张量。因此，以后我们常常假定守恒的能动量张量 T µν 为对称张量。

洛伦兹对称性

上一章考察相对性原理时说过，我们考察的经典场论都是具有洛伦兹不变性的场论，

即拉格朗日密度为洛伦兹标量的理论，具体来说即是拉氏密度在如下坐标变换下保持不变

的理论，

xµ → x′µ = Λµ
νxν , (3.39)

Λµ
ν 就是所谓的洛伦兹变换。

为了利用诺特定理，我们需要考察无穷小洛伦兹变换，即取

Λµ
ν = δ µ

ν + εµ
ν , (3.40)

式中 εµ
ν 为无穷小量。很显然，无穷小洛伦兹变换由于可以和恒等变换连续过渡，从而必

定是正洛伦兹变换，即满足1

det(Λ) = 1 ⇒ εµ
µ = 0. (3.41)

进一步，利用洛伦兹变换的定义 ηµνΛµ
αΛν

β = ηαβ , 易得

ηµν(δ µ
α + εµ

α)(δ ν
β + εν

β ) = ηαβ ⇒ εαβ + εβα = 0. (3.42)

即 εµν 是一个二阶反对称张量。

为了利用诺特定理，我们将无穷小参数 εµ
ν 变成依赖于时空坐标的 εµ

ν(x)，进而考察

如下无穷小时空坐标变换，

xµ → x′µ = xµ +δxµ , δxµ = εµ
ν(x)x

ν . (3.43)

1利用矩阵恒等式 det(A) = eTr(lnA).
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则完全类似于前面从 (3.32) 式到 (3.33) 式的推导，可知在此时空变换之下作用量的改变
量为

δS = S[ϕ ′(x)]−S[ϕ(x)]

=
∫

d4x
[ ∂L

∂ (∂νϕ)
∂µϕ(x)−δ ν

µ L
]
∂ν(δxµ)

=−
∫

d4xT ν
µ
(
εµ

ν + xρ∂νεµ
ρ
)
. (3.44)

注意到 εµν 关于指标反对称，从而有

δS =−1
2

∫
d4x
[
(T νµ −T µν)εµν +(xρT νµ − xµT νρ)∂νεµρ

]
=

1
2

∫
d4x
[
(T µν −T νµ)εµν

]
+

1
2

∫
d4x
[
(xµT ρν − xνT ρµ)∂ρεµν

]
. (3.45)

如果我们将 εµν 取回常数则 ∂νεµρ = 0, 从而上式最后一行只剩下前面那项，但是洛伦兹不
变性告诉我们，当 εµν 为常数时作用量应该不变，即这时候必有 δS = 0，由此可知

T µν −T νµ = 0, (3.46)

即能动量张量必定是对称张量 (当然，这是因为我们考察的是标量场论)。在 (3.45) 式中代
入 T µν = T νµ，即有

δS =
1
2

∫
d4x
[
(xµT ρν − xνT ρµ)∂ρεµν

]
. (3.47)

根据诺特定理的证明，这意味着 Mρµν = xµT ρν − xνT ρµ 为守恒流，满足守恒方程

∂ρMρµν = 0. (3.48)

以上我们证明了，对于标量场理论，按照诺特定理求出来的能动量张量必定是对称张

量。但是，如果我们考察的不是标量场，而是比方说矢量场，那这个证明是不成立的。不

过，仿照这个证明的思路人们可以证明，总能够选取到合适的 Xρµν , 使得可以将能动量张
量重定义成一个对称张量。具体的证明过程参见 Weinberg 量子场论第一卷 7.4 节。有些
时候人们也称这种对称的能动量张量为 Belinfante(贝林凡特) 张量。一旦人们将能动量张
量取成对称张量，则 Mρµν = xµT ρν − xνT ρµ 就一定是守恒流 (即使我们不限于标量场论)，
这是因为

∂ρMρµν = T µν −T νµ = 0. (3.49)

通常记 Mρµν 相应的守恒荷为 Jµν ,

Jµν =
∫

d3xM0µν . (3.50)

根据诺特定理，Jµν 当然是洛伦兹变换的生成元。实际上，当取 i, j = 1,2,3 时，相应的

Ji j =
∫

d3x
[
xiT 0 j − x jT 0i], (3.51)
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就是角动量，它和通常角动量矢量的关系是 Jk = 1
2 εi jkJi j。而 Ki = Ji0 称作洛伦兹推动

(boost) 的生成元，

Ki =
∫

d3x
[
xiT 00 − x0T 0i]. (3.52)

或者写得更清楚一点，

K =−tP+
∫

d3x
[
xT 00(x, t)

]
. (3.53)

3.2 对称性自发破缺

自然界中常常发生的是，基本物理规律具有某种对称性，但是它描述物理系统的某个

特定解却没有那么高的对称性，这就是对称性自发破缺。特别的，对称性自发破缺尤其指

场论系统的能量最低解 (即真空解) 没有那么高的对称性，仅管作用量的对称性比较高。
为了说清楚对称性自发破缺的机制，本节我们着重考察如下复标量场模型

L =−∂µϕ∂ µϕ −U (ϕ), U (ϕ) =
g
4
(
|ϕ |2 −u

)2
. (3.54)

其中 ϕ = ϕ1 + iϕ2 为一个由两实标量场 ϕ1,ϕ2 所组成的复标量场，式中 u 为一个实常数。

显然，这样的场论系统具有如下 U(1) 对称性，

ϕ → eiαϕ , ϕ → e−iαϕ . (3.55)

我们可以画出势函数 U (ϕ) 的样子，当 u < 0 时，很显然 U (ϕ) 为一个倒放的钟形
曲面，这时候它的最小值位置只有一个，即在 ϕ = 0 处。而当 u > 0 时，U (ϕ) 如图 (3.1)
所示，形如一个墨西哥帽，这时候 U (ϕ) 的最小值位置有无穷多个，分布在 ϕ 复平面上
|ϕ |=

√
u 的圆周上。

Figure 3.1: u > 0 时的 U (ϕ)，它的最小值有无穷多个，分布在 |ϕ |=
√

u 的圆周上。

容易求出上述复标量场系统的能动量张量，进而可得其总能量为

H =
∫

d3x
[
|∂tϕ |2 + |∇ϕ |2 +U (ϕ)

]
. (3.56)

所谓真空，即使指系统能量最低的场位形，显然，这样的场位形必然满足

∂tϕ = ∇ϕ = 0, (3.57)
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从而是一种常数场位形。其次，真空场位形还要使得势函数 U (ϕ) 取最小值。因此，当
u < 0 时，系统的真空是唯一的，即 ϕ = 0，很显然这时候真空位形本身具有 U(1) 对称性。

但是，当 u > 0 时，真空场位形有无穷多个，分布在 |ϕ |=
√

u 的圆周上，换言之，这时候

对于任何实数 α，下面的场位形均为真空位形，

ϕ =
√

ueiα . (3.58)

但是物理系统只可能处于这无穷多个真空中的某一个，比方说处于 ϕ =
√

u，相应于在图

(3.1) 中那个最低能圆周上选定了一点，很显然，任何这样选定的点本身都不再具有 U(1)

的相位不变性。因此，当 u > 0 时，虽然理论具有 U(1) 对称性，但是系统的物理真空会

自发破缺这种对称性，这就是所谓的对称性自发破缺！

假设最初时我们所考察的这个系统 u < 0，因此其真空也具有 U(1) 对称性，我们称这

时候的系统处在对称相。设想随着某些物理条件的改变，参数 u 从小于零变成了大于零，

那么系统的真空将会自发破缺 U(1) 对称性，我们称这时候的系统处于对称破缺相。而从

对称相到对称破缺相的转变过程就是相变。

Nambu 和 Goldstone 发现，对于发生了某种连续对称性 (比如这里的 U(1) 对称性)
自发破缺的系统，其对称破缺相具有某种特殊的性质，具体来说就是系统中必定存在某种

以光速传播的波动，在量子化以后这种光速传播的波动会给出一种零质量的粒子 (和光波
量子化以后给出的光子质量为零类似)，通常称作 Nambu-Goldstone 玻色子。
下面回到本节的例子，我们将用它来说明这种光速传播的波动是如何出现的。为此假

设处于对称破缺相的系统的真空位形 ϕ0 如下

ϕ0 =
√

u. (3.59)

下面我们将复标量场重新写成两个实标量场 ρ(x) 和 θ(x)，即定义

ϕ = (
√

u+ρ)eiθ . (3.60)

这样定义的目的是使得真空对应于 ρ = θ = 0。将上式代入原来的拉格朗日密度 (3.54), 可
得

L =−(
√

u+ρ)2∂µθ∂ µθ −∂µρ∂ µρ −guρ2(x)−g
√

uρ3(x)− g
4

ρ4(x). (3.61)

设想 θ(x) 场在真空上传播，从而可以取 ρ = 0(它一定满足 ρ(x) 场的运动微分方程)，这
时候 θ 场的拉氏密度为

L =−u∂µθ∂ µθ . (3.62)

从而很容易求出场 θ(x) 的运动微分方程，为

∂µ∂ µθ = 0 ⇔ (∂ 2
t −∇2)θ(x, t) = 0. (3.63)

很显然，这正是一个以光速自由传播的波动方程。从而这就证明了对称破缺相的系统中存

在一种以光速传播的波动。
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对称性自发破缺对于粒子物理非常重要，比方说，同样是由夸克所组成，但相对于重

子，π 介子之所以这么轻 (近似于无质量)，就是因为它是一种所谓手征对称性的连续对称
性自发破缺所产生的 Nambu-Goldstone 玻色子。只不过由于手征对称性是一种近似对称
性，而不是精确对称性，所以 π 介子才有很小的质量。

对称性自发破缺不仅对于粒子物理很重要，在非相对论性的凝聚态物理中它同样很

重要。比方说，晶体的晶格结构自发破缺了空间平移 (指任意平移) 对称性，由此导致
的波动就是声波，即以声速传播的一种波动 (在固体物理中声速就相当于相对论物理中
的光速。)，声波量子化以后就是声子，所以声子就是一种平移对称性自发破缺所对应的
Nambu-Goldstone 玻色子。





4. 规范对称性和麦克斯韦方程

我们一直在强调对称性，但是到此为止我们讨论的对称性全都是所谓的整体对称性，

这一章我们要开始讨论局域对称性，也称之为规范对称性。对于整体对称性来说，它在时

空整体上的变换都完全一样，但是，对于规范对称性来说，不同时空点的对称变换可以相

互独立。

为了将一个整体对称性局域化成一个规范对称性，我们往往需要引入规范场。最简单

的规范场就是电磁场，它所对应的规范对称性就是所谓的 U(1) 规范对称性，它是通过将

上一章引入的 U(1) 整体对称性局域化而得到的对称性。本章我们将着重讨论这种局域化

(通常称作 gauging) 是如何完成的，以及它如何自动给出电磁场所满足的著名的麦克斯韦
方程。

4.1 规范不变性和麦克斯韦方程

4.1.1 局域化 U(1) 整体对称性 (gauging U(1) global symmetry)

假设我们考虑一个 U(1) 不变的复标量场论，其拉氏密度如下

L =−∂µϕ∂ µϕ −U (ϕϕ). (4.1)

根据上一章可知，这个系统具有如下对称性，

ϕ → eieαϕ , ϕ → e−ieαϕ , (4.2)



50 Chapter 4. 规范对称性和麦克斯韦方程

式中 e 为某个固定参数，α 为实变量。则相应的有守恒流 Jµ(与上一章的定义差了一个负
号),

Jµ = ie
(
∂ µϕϕ −ϕ∂ µϕ

)
. (4.3)

上一章对诺特定理的证明过程告诉我们，当我们考虑无穷小变换 α = ε，并将无穷小
变量局域化成依赖于时空点的 ε(x) 时，系统的作用量在变换之下将不再保持不变，其变
换前后的改变量将为 (与上一章的定义差了一个负号)，

δS =−
∫

d4xJµ∂µε(x). (4.4)

也就是说，当我们把原来整体的 U(1) 变换局域化，使得不同时空点可以取不同的变换相

位 eieε(x) 时，这个变换将不再是原来系统的对称性，原系统的作用量在这个变换之下的改

变量由 (4.4) 式给出。
一个自然的想法是，可不可以通过给原来的作用量添加上一些项，并让它们在局域

U(1) 变换之下的改变量正好抵消 (4.4) 式呢？如果可以，那我们就成功地将原来的整体
U(1) 对称性局域化成了一个 U(1) 规范对称性。

对上述问题的回答是肯定的。下面我们给出具体做法，那就是引入一个新的矢量场

Aµ , 让它耦合到原来的守恒流 Jµ 上，从而使得作用量多出如下耦合项∫
d4xJµAµ . (4.5)

现在，我们只需要求，在复标量场按照上述局域 U(1) 变换 eieε(x) 变换的同时，Aµ 同步地

按照下式变换

Aµ → Aµ +∂µε(x). (4.6)

则上述耦合项 (4.5) 在变换前后的改变量是，∫
d4xJµ∂µε(x). (4.7)

很显然，它正好抵消了原作用量在变换之下多出来的 −
∫

d4xJµ∂µε(x) (即 (4.4) 式)！也就
是说，添加上了新场 Aµ 与守恒流的耦合项之后的理论将在如下局域 U(1) 变换之下保持

不变，

ϕ(x)→ eieε(x)ϕ(x), Aµ(x)→ Aµ(x)+∂µε(x). (4.8)

不过，上述做法有一个细节的问题，那就是，守恒流 Jµ(由 (4.3) 式给出) 本身在 (4.8)
式的变换下不会保持不变！也就是说，Jµ 与 Aµ 的耦合项在 (4.8) 式变换之下的改变量其
实不是正好抵消原来多出来的 (4.4) 式，从而上述做法其实还有些问题。不过，作为一个
正确做法的导引，上述做法的大体思路是正确的，它让我们看到局域化 U(1) 对称性并非

不可完成的任务，但代价是要引入一个按照 (4.8) 式变换的矢量场 Aµ。而 (4.8) 式就是所
谓的 U(1) 规范变换，其中的 ε(x) 可以不再是无穷小量。下面，我们将从要求理论在这一
规范变换下保持不变出发，看真正的局域化 U(1) 对称性的做法应该是怎么样的。
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首先我们来看，如何修正守恒流 Jµ 的定义，以使得它在 (4.8) 式的规范变换下保持
不变！为此只需注意到在 (4.8) 式的规范变换下，

(∂µ − ieAµ)ϕ → eieε(x)(∂µ − ieAµ)ϕ

(∂µ + ieAµ)ϕ → e−ieε(x)(∂µ + ieAµ)ϕ . (4.9)

从而易知如下修正后的守恒流 Jµ
A 是规范不变的，

Jµ
A = ie

(
Dµϕϕ −ϕDµϕ

)
, (4.10)

式中 Dµ 称作协变导数，当它作用在 ϕ 上时就是 Dµϕ = (∂µ − ieAµ)ϕ , 而 Dµϕ = (∂µ +

ieAµ)ϕ。参数 e 就称作 Aµ 场与 ϕ 场的耦合常数。
有了协变导数以后，人们很容易进一步写出 U(1) 规范不变的作用量 (常常记为 Sm,

称作物质场的作用量)，为

Sm =−
∫

d4x
[
DµϕDµϕ +U (ϕϕ)

]
. (4.11)

将上述作用量对矢量场 Aµ 变分，就可以导出守恒流 Jµ
A 与 Aµ 场真正的耦合关系，为

δSm =
∫

d4xJµ
A δAµ , (4.12)

人们很容易直接验证这个关系式。很显然，(4.12) 式正是前述 (4.5) 式的修正版！
到此为止，我们就成功地将 U(1) 整体对称性 gauging 成了一个局域 U(1) 规范对称

性。代价是引入了一个额外的矢量场 Aµ , 通常称之为规范场。问题是，规范场 Aµ 本身的

动力学是怎样的呢？换言之，规范场 Aµ 本身的作用量是怎样的呢？

4.1.2 “发现”麦克斯韦方程

为了找到规范场 Aµ 本身的作用量，最重要的是要注意到这样的作用量必须保持规范

不变性，即它得在 Aµ → Aµ +∂µε 的规范变换下保持不变！同时，当然，Aµ 的作用量还得

洛伦兹不变，即得是洛伦兹标量。

为了满足规范不变性的要求，我们注意到如下反对称张量 Fµν 在 Aµ → Aµ +∂µε 的规
范变换下是不变的，

Fµν = ∂µAν −∂νAµ . (4.13)

因此，我们只要用 Fµν 而不是直接用 Aµ 来构造作用量，就能自动满足规范不变性的要求。

利用 Fµν 构造出来的最简单的洛伦兹标量有如下两个，

FµνFµν , and εµνρσ FµνFρσ , (4.14)

式中 εµνρσ 是第二章中引入的四维时空体积形式所对应的反对称张量。因此，最简单的规

范场作用量可以写成如下形式，

Sg =−a
∫

d4x
1
4

FµνFµν +b
∫

d4x
1
4

εµνρσ FµνFρσ , (4.15)
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式中 b 和 a > 0 为两个实常数，第一项的负号是为了使得 Ai(i=1,2,3) 场的动能项 (即
(∂tAi)

2 项) 为正。
注意到 ∫

d4x
1
4

εµνρσ FµνFρσ =
∫

d4x∂µ
(
εµνρσ Aν∂ρAσ

)
(4.16)

为一个全微分项，因此只在时空的无穷远边界上对作用量有贡献。但是在利用最小作用量

原理求场的运动微分方程时，无穷远边界上的场取值是固定不变的，因此这一项其实对场

的运动微分方程没有任何贡献，所以常常可以忽略。因此人们通常将规范场的作用量取成，

Sg =−a
∫

d4x
1
4

FµνFµν . (4.17)

习惯上，人们常常将作用量 (4.17) 中的正常数 a 吸收进 Aµ 场的定义中，即重新定义
√

aAµ 为 Aµ , 同时重新定义耦合常数 e，以使得协变导数 Dµ 保持为 ∂µ − ieAµ 的形式。因

此，通过这种场和耦合常数的重新定义，我们总可以将规范场的作用量取成，

Sg =−
∫

d4x
1
4

FµνFµν . (4.18)

将这个作用量对 Aµ 变分，可得

δSg =−
∫

d4x
1
2

FµνδFµν =−
∫

d4xFµν∂µδAν

=
∫

d4x∂µFµνδAν . (4.19)

为了得出上式最后一行的结果，我们需要分部积分，并丢弃边界项 (因为假设无穷远边界
上场的变分等于零)。

现在，整个场论系统既包括作为物质场的复标量场 ϕ，也包括规范场 Aµ，所以整个系

统总的作用量 S 应该等于 S = Sm +Sg, 即

S =−
∫

d4x
[
DµϕDµϕ +U (ϕϕ)+

1
4

FµνFµν]. (4.20)

由 (4.12) 式和 (4.19) 式可得这个完整的作用量对 Aν 的变分，为

δS = δSg +δSm =
∫

d4x
[
∂µFµν + Jν

A
]
δAν . (4.21)

根据最小作用量原理即可得规范场 Aµ 满足的运动微分方程，

−∂µFµν = Jν
A . (4.22)

另外，根据 Fµν 的定义 (4.13)，很容易验证它还必然满足如下方程

∂µFνρ +∂νFρµ +∂ρFµν = 0. (4.23)

以上两个方程，其实只有方程 (4.22) 是真正的 Aµ 场的动力学微分方程，因为根据

Fµν 场的定义式 (4.13)，方程 (4.23) 其实是一个恒等式，是自动成立的。反过来，满足方
程 (4.23) 的 Fµν 场也必定可以写成 (4.13) 式的形式。
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令人吃惊的是，方程 (4.22) 和方程 (4.23) 其实就是用一种更优雅的方式写出来的麦
克斯韦方程组！为了看清楚这一点，对于 i, j,k = 1,2,3，我们定义

F0i = Ei, F i j = ε i jkBk. (4.24)

特别的，根据 Fµν 的定义 (4.13)，可以得到 B 与矢量势 A((A)i = Ai) 的关系式

B = ∇×A. (4.25)

用 E 场和 B 场表达 Fµν 以后，进而由方程 (4.22) 有

−∂tF0 j −∂iF i j = Ji
A

⇒−∂tE j − ε i jk∂iBk = J j
A

⇒−∂tE+∇×B = JA (4.26)

或者写成更常见的形式，

∇×B = JA +
∂E
∂ t

. (4.27)

类似的，由方程 (4.22) 也有

−∂iF i0 = J0
A

⇒ ∂iF0i = ρA

⇒ ∇ ·E = ρA. (4.28)

而由方程 (4.23) 有

∂1F23 +∂2F31 +∂3F12 = 0

⇒∇ ·B = 0. (4.29)

同样由方程 (4.23)，也有

∂0Fi j +∂iFj0 +∂ jF0i = 0

⇒∂tFi j +∂iF0 j −∂ jF0i = 0. (4.30)

与 1
2 εi jk 进行指标收缩，即有

∂tBk +(∇×E)k = 0

⇒∇×E =−∂B
∂ t

. (4.31)

方程 (4.27)、(4.28)、(4.29)、(4.31) 就是人们熟悉的麦克斯韦方程组的四个方程！E
就是电场强度，B 就是磁场强度。当然，它们和国际单位制中的麦克斯韦方程组还有些微
的系数出入，但这完全是单位制的问题，因为我们这里采用的不是国际单位制。至于如何

与国际单位制中的相应方程联系起来，我们将在后面的小节中再来讨论。
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就这样，从局域化 U(1) 整体对称性出发，我们最终“独立发现”了著名的麦克斯韦

方程 1！这说明，电磁场起源于 U(1) 规范对称性，电场和磁场是一个整体，它们共同构成

二阶反对称张量场 Fµν，因此电场和磁场在洛伦兹变换下会相互转变。而 U(1) 对称性守

恒流中的 J0
A = ρA 正是电荷密度，JA 则是电流密度，流守恒方程 ∂µJµ

A = 0 正是电荷守恒

方程。

需要注明的是，真实世界中产生电磁场的电流四矢量 Jµ
A 通常并不是由某个复标量场

产生的，实际上，除了超导情形中由库珀对所形成的场，宏观世界中并没有带电的复标量

场。宏观世界中的电荷密度电流密度其实是由运动的带电粒子 (而不是场) 提供的。不过，
在本章中，作为一个很好的理论模型，我们不妨先研究复标量场耦合电磁场的情形，然后

在后面的章节中再转向带电粒子与电磁场耦合的情形。这样处理的原因，除了因为复标量

场与电磁场的耦合更能说清楚规范场论的逻辑之外，也因为这一有趣的模型能够从宏观上

描述超导。

4.1.3 光是一种电磁波

将 Fµν 场的定义式 (4.13) 代入动力学方程 (4.22)，即可得

−∂µ∂ µ(Aν)+∂ ν(∂µAµ) = Jν
A . (4.34)

而且，这个方程还可以进一步简化。简化的关键点就在于注意到 Aµ 场本身并非物理上可

直接观测的，原因在于 Aµ 和它规范变换以后的 Aµ + ∂µε 描述的是同样的物理内容，换
言之，对于同样物理上可测量的内容，描述它的 Aµ 不唯一，而是可以相差一个规范变换。

因此 Aµ 本身并不是物理的，真正物理的场是规范不变的 Fµν。

由于 Aµ 有一个规范变换的自由度，因此对于同样的物理内容，我们总可以用一个合

适的函数 ε(x) 来对 Aµ 场进行一个合适的规范变换，使得 ∂µAµ +∂µ∂ µε = 0，即是说，总

可以使得变换之后新的 Aµ 场满足下式

∂µAµ = 0. (4.35)

这个方程就称为一种规范选择，或者说规范固定，它有一个专门的名称，称为洛伦兹规范

条件，额外满足这个方程的 Aµ 场就称作洛伦兹规范下的 Aµ 场。将洛伦兹规范条件代入

上面的方程 (4.34), 即可得

−∂µ∂ µ(Aν) = Jν
A . (4.36)

1类似的，如果我们局域化时空对称性，我们将发现爱因斯坦的广义相对论。这时候取代 (4.12) 式，将有

δSm =
1
2

∫
d4x

√
−gT µν δgµν . (4.32)

式中对称张量 gµν 为所谓的度规场，在线性近似下，它在局域时空变换下的变换关系是

δgµν = ∂µ εν +∂ν εµ . (4.33)

这就是所谓的微分同胚变换，相应的局域化规范对称性就是所谓的微分同胚对称性。
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特别的，对于真空中的自由电磁场，即电流四矢量 Jµ
A 等于零时的电磁场，方程 (4.36)

将变成，

−∂µ∂ µ(Aν) = 0,⇔ (∂ 2
t −∇2)Aν = 0. (4.37)

显然，对于 Aµ 场的每一个分量，这个方程描述的都是一种以 c = 1的速度传播的波动，这

就是电磁波！由于在我们的单位制中光速正是 c = 1，这和电磁波的传播速度一样，因此，

麦克斯韦提出光就是一种电磁波！麦克斯韦的这一设想是对历史上人们长期迷惑不解的光

的本性的一次深刻洞察！这一设想后来被无数的实验证实，并在今天成为人们熟知的基本

事实。同时，由于 c = 1 是相对论中的最大信息传播速度，所以这也证明光——或者更一

般的电磁波——是以最大速度传播的。

4.1.4 物理可观测量的规范不变性

我们已经看到电流四矢量 Jµ
A 以及电磁场强 Fµν 在如下规范变换下均是不变的，

ϕ(x)→ eieε(x)ϕ(x), Aµ(x)→ Aµ(x)+∂µε(x). (4.38)

不仅如此，我们更看到电磁场的动力学微分方程 (麦克斯韦方程)——方程 (4.22) 和方程
(4.23)——在上述规范变换下是不变的。同样，人们也能验证与电磁场耦合的复标量场 ϕ
的动力学场方程在上述规范变换下也保持不变。进一步，人们发现，所有的物理可观测量

都得规范不变！正因为如此，规范势 Aµ 本身才不可直接观测，但是规范场强 Fµν 却是可

观测的。

规范场强当然是一个局域可观测量，但是，一般来说，规范不变的物理可观测量却不

一定是局域的，相反，它们很可能是非局域的物理量。为了看清楚这一点，我们不妨考虑

规范势沿着某条时空路径的积分
∫ b

a Aµdxµ。容易验证，在 (4.38) 式的规范变换下，我们有
如下变换

exp{ie
∫ b

a
Aµdxµ}→ eieε(b) exp{ie

∫ b

a
Aµdxµ}e−ieε(a). (4.39)

从而易知，如下非局域量是规范不变的，

ϕ(b)exp{ie
∫ b

a
Aµdxµ}ϕ(a). (4.40)

特别的，当路径的终点 b 与起点 a 重合，从而形成一条闭合路径时，我们有如下非局域的

规范不变量

exp{ie
∮

Aµdxµ}. (4.41)

有一种理解规范理论的观点认为，规范理论真正的物理自由度其实是非局域的，因此，

当我们用局域的规范场 Aµ 来表达理论时，就会有变量的冗余，这种变量的冗余就反映为

规范等价关系，即 (4.38) 式。
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4.2 电磁场的能量、动量以及角动量

上一节中，我们已经写出了电磁场的作用量，即 (4.18) 式，那当然就可以根据上一章
时空对称性导致相应守恒定律的办法，求出电磁场的能量动量张量，以及电磁场的角动量。

不过，还是让我们先从回顾标量场的能量动量张量开始吧。

4.2.1 电磁场的能量、动量以及角动量

实标量场的能量、动量以及角动量

假设我们考察一个由拉氏密度 L (ϕ ,∂ϕ) 描述的实标量场论模型，则根据上一章的知
识易知，

T µν =−
[ ∂L

∂ (∂µϕ)
∂ νϕ(x)−ηµνL

]
. (4.42)

特别的, 场的动量密度 T 0i 为

T 0i(x) =−π(x)∂ iϕ(x), (4.43)

式中 π(x) 为此标量场的正则动量，它由下式定义

π(x) =
∂L

∂ (∂tϕ)
. (4.44)

由能量密度的积分可以得到场的总能量，同样由场动量密度的积分可以得到场的总动量。

但是，关于上述实标量场的总角动量，我们想多说几句。首先，场的总角动量由下式

给出

Ji j =
∫

d3x
[
xiT 0 j − x jT 0i]. (4.45)

为了和电流密度的符号相区分，我们将通常的角动量矢量记为 L, 它和 Ji j 的关系为 Lk =
1
2 εi jkJi j。从而对此实标量场系统，可得

L =−
∫

d3x
[
π(x)(x×∇)ϕ(x)

]
. (4.46)

通常称这一角动量为轨道角动量。

电磁场的能量、动量以及角动量

下面我们来考察一个自由电磁场的能量、动量以及角动量。所谓的自由电磁场就是不

与其它任何东西耦合，单独只由拉氏密度 L =− 1
4 FµνFµν 描述的无源电磁场。我们已经知

道标量场能动量张量的公式，为了得到电磁场的能动量张量，我们将 Aµ(µ = 0,1,2,3) 的
每一个分量看成一个实标量场，从而容易给出电磁场能动量张量的公式

T µν =−
[ ∂L

∂ (∂µAρ)
∂ νAρ −ηµνL

]
. (4.47)

代入自由电磁场的拉氏密度可以得到，

T µν = Fµ
ρ∂ νAρ − 1

4
ηµνFρσ Fρσ . (4.48)
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很显然，这个能动量张量不是一个对称张量，而更为严重的问题是，它不是规范不变的！

而作为物理可观测量，能动量张量必须规范不变！好在，正如上一章所说的，我们可以通

过给它加上一个合适的 ∂ρXρµν 来重新定义能动量张量，使它成为一个对称张量。具体来

说，我们可以给上述能动量张量加上 ∂ ρ(−Fµ
ρAν) = −Fµ

ρ∂ ρAν (注意到对于自由电磁场，
电流四矢量等于零，从而方程 (4.22) 变成 ∂ ρFµ

ρ = 0), 很显然，加上这一项修正以后，电
磁场的能动量张量就变成了如下对称张量

T µν = Fµ
ρFνρ − 1

4
ηµνFρσ Fρσ . (4.49)

这才是一个真正规范不变的量。这个能动量张量有一个重要的特征，即

T µ
µ = 0. (4.50)

如果用电场强度 E 磁场强度 B 来写，那电磁场的能量密度 H = T 00 就是，

H = T 00 =
1
2
(E2 +B2). (4.51)

电磁场的能量流密度通常称作坡印廷矢量，在 c = 1 单位制中记作 Si = T i0。而电磁场的

动量密度在 c = 1 单位制中记作 gi = T 0i。不过，由于能量动量张量为对称张量，所以在

c = 1 单位制中 gi 和 Si 实际上是相等的。根据能动量张量的表达式 (4.49) 容易知道，坡
印廷矢量 S 可以表达为

S = E×B. (4.52)

类似的，读者也可以写出动量流密度 T i j 用电场 Ei 和磁场 Bi 的表达式。

将对称的能动量张量代入 Ji j =
∫

d3x
[
xiT 0 j −x jT 0i

]
，即可以得到电磁场的总角动量 L，

为

L =
∫

d3x
[
x× (E×B)

]
. (4.53)

将矢量叉乘用列维-西维塔符号 εi jk 表达出来，并利用如下恒等式 (请直接验证)

εklmεmno = δknδlo −δkoδln, (4.54)

以及利用 Bm = εmno∂nAo(即 B = ∇×A), 进而即可以得到

Li =
∫

d3x
[
εi jkx jεklmElεmno∂nAo

]
=
∫

d3xεi jkx j
[
El∂kAl −El∂lAk

]
=
∫

d3x
[
El(x×∇)iAl − εi jkx jEl∂lAk

]
(4.55)

将最后一行的第二项分部积分，丢弃无穷远处的边界项，并利用自由电磁场的 ∂lEl = 0(即
∇ ·E = 0), 即可得

Li =
∫

d3x
[
El(x×∇)iAl +(E×A)i

]
. (4.56)
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或者写成矢量形式，即是

L =
∫

d3x
[
Ei(x×∇)Ai +(E×A)

]
. (4.57)

为了理解 (4.57) 式的含义，我们注意到，根据自由电磁场的拉氏密度，可以知道它不
含 A0 的时间导数项 (因为 F00 = 0), 换言之，A0 场不是一个动力学变量，系统真正的动力

学变量只有 Ai, i = 1,2,3 场，进而容易求出 Ai 场所对应的正则动量，为

∂L

∂ (∂tAi)
=−F0i =−Ei. (4.58)

进一步，比较 (4.57)式右边的第一项和标量场的轨道角动量表达式 (4.46),不难发现，这一
项描述的正是矢量场 A的轨道角动量。但是 (4.57)式右边还多出了第二项，即

∫
d3x[E×A]，

这一项只能是反应了矢量场 A 的某种内禀角动量，通常称之为自旋角动量。

电磁场与复标量场耦合系统的能动量张量

以上讨论的是自由电磁场，那么如果将电磁场耦合到复标量场上，情况会怎样呢？这

时候整个耦合系统的能量动量张量将是什么？为了讨论这个问题，我们先写出耦合系统的

拉氏密度，

L =−
[
DµϕDµϕ +U (ϕϕ)+

1
4

FµνFµν]. (4.59)

直接推广上一章的相关知识，可以得到这样一个耦合系统的能动量张量计算公式，

T µν =−
[ ∂L

∂ (∂µAρ)
∂ νAρ +

∂L

∂ (∂µϕ)
∂ νϕ +

∂L

∂ (∂µϕ)
∂ νϕ −ηµνL

]
. (4.60)

代入拉氏密度 (4.59)，可以得到

T µν =Fµ
ρ∂ νAρ − 1

4
ηµνFρσ Fρσ

+Dµϕ∂ νϕ +Dµϕ∂ νϕ −ηµν [DρϕDρϕ +U (ϕϕ)]

=Fµ
ρ∂ νAρ − 1

4
ηµνFρσ Fρσ

+DµϕDνϕ +DνϕDµϕ −ηµν [DρϕDρϕ +U (ϕϕ)]+ Jµ
A Aν (4.61)

显然，这个能动量张量既不对称也不规范不变。但是，正如前面处理自由电磁场那样，我

们可以给它加上一个 ∂ ρ(−Fµ
ρAν)项进行修正，只不过，这时候我们有 −∂ ρFµ

ρ =−Jµ
A (即

方程 (4.22)), 从而加上的这一项其实等于

∂ ρ(−Fµ
ρAν) =−∂ ρFµ

ρAν −Fµ
ρ∂ ρAν =−Jµ

A Aν −Fµ
ρ∂ ρAν . (4.62)

从而，当将这一项加到之前 (4.61) 式的能动量张量以后，即可得如下修正后的能动量张
量，

T µν =Fµ
ρFνρ − 1

4
ηµνFρσ Fρσ

+DµϕDνϕ +DνϕDµϕ −ηµν [DρϕDρϕ +U (ϕϕ)]. (4.63)
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很明显，这既是一个对称张量，同时又是一个规范不变的量，它由两部分组成，一部分是

纯的电磁场的能动量张量，这一部分显然和前面自由电磁场的相应结果完全一致，另一部

分是通过将单纯的复标量场能动量张量中的时空导数替换成协变导数——从而使它规范

不变并和 Aµ 场耦合——而得到。

4.2.2 与国际单位制的关系

以上推导电磁场的基本方程时用的不是国际单位制，现在让我们将它们与国际单位制

中的形式联系起来。为此，首先引入真空中的磁导率 µ0，并重新定义 Aµ 场为 1√µ0
Aµ , 从

而将电磁场的拉氏密度重写成如下形式，

L =− 1
4µ0

FµνFµν . (4.64)

如果还需要考虑电磁场与复标量场的耦合，那我们就同时重新定义耦合常数 e，以使得协

变导数依然具有 Dµ = ∂µ − ieAµ 的形式，从而使得电磁场与复标量场的耦合依然满足

δSm =
∫

d4xJµ
A δAµ . (4.65)

如此一来，电磁场的动力学方程就应该重写成，

−∂µFµν = µ0Jν
A . (4.66)

而电磁场的能动量张量就要重写成

T µν =
1
µ0

[
Fµ

ρFνρ − 1
4

ηµνFρσ Fρσ ]. (4.67)

下面我们恢复光速 c，这时候就可以引入电磁场的国际单位制了。在国际单位制中，

Fµν 所有分量的量纲都应该一样，而且和磁场强度的量纲相同，因此对磁场的定义还和以

前一样，即 Bk =
1
2 εi jkF i j。但是，在国际单位制中电场的量纲等于磁场量纲乘以速度量纲，

所以电场的定义应该为

F0i =
1
c

Ei. (4.68)

从而如果将拉氏密度用电场和磁场写出来，即有

L =
1
2
[ 1

µ0c2 E2 − 1
µ0

B2]. (4.69)

通常将 1
µ0c2 记作 ε0 称作真空的介电常数，即

1
µ0c2 = ε0 ⇔ c =

1
√ε0µ0

. (4.70)

从而，国际单位制中的拉氏密度即是，

L =
1
2
[
ε0E2 − 1

µ0
B2]. (4.71)
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同样的，可以得到国际单位制中的能量密度为

H = T 00 =
1
2
[
ε0E2 +

1
µ0

B2]. (4.72)

注意到恢复光速 c 以后，有 J0 = ρc，再加上 F0i = Ei/c，进而根据方程 (4.66)，可知
之前的方程 (4.28) 现在应该是，

∇ ·E/c = µ0ρc ⇔ ∇ ·E =
1
ε0

ρ. (4.73)

类似的，方程 (4.27)、(4.31)、(4.29) 将分别变成

∇×B = µ0J+
∂E/c
∂ (ct)

⇔ ∇×B = µ0J+
1
c2

∂E
∂ t

.

∇×E/c =− ∂B
∂ (ct)

⇔ ∇×E =−∂B
∂ t

∇ ·B = 0. (4.74)

以上就是国际单位制中的麦克斯韦方程组。

能动量张量 T µν 所有分量的量纲当然要一致，也就是都取能量密度 T 00 的量纲。由

于动量的量纲乘以速度的量纲结果等于能量量纲，所以恢复光速 c 以后，动量密度 gi 应

该定义成

cgi = T 0i ⇒ g =
( 1

µ0
E/c×B

)
/c ⇔ g = ε0E×B. (4.75)

由于能流密度衡量的是能量的流动，它的量纲应该等于能量密度的量纲乘以速度的量纲，

从而恢复 c 以后能流密度的定义应该是

Si = cT i0 ⇒ S = c2g =
1
µ0

E×B. (4.76)

这就是所谓的坡印廷矢量！

通常还引入标量势 ϕ(x, t) (读者需要注意根据上下文将它和与电磁场耦合的复标量场
区分开来)，它的定义是

A0 =
ϕ
c
. (4.77)

利用标量势，并利用 x0 =−x0 =−ct, 可得

Ei

c
= F0i =

∂Ai

∂x0
− ∂A0

∂xi
=

1
c

(
− ∂Ai

∂ t
− ∂ϕ

∂xi

)
⇒E =−∂A

∂ t
−∇ϕ . (4.78)

假如保留真空中的磁导率和真空中的介电常数的符号，但是与此同时取 c = 1，那么

根据 (4.70) 式，将有

µ0 =
1
ε0
. (4.79)
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4.3 外微分与麦克斯韦方程

4.3.1 麦克斯韦方程的外微分形式

我们可以用外微分形式重新表达麦克斯韦方程——即方程 (4.22) 和方程 (4.23)。为此
定义规范场 1 形式 A，它和规范势 Aµ 的关系是，

A = Aµdxµ . (4.80)

对 A 外微分，可得到场强 2 形式 F = dA，容易看出

F = ∂µAνdxµ ∧dxν =
1
2
(∂µAν −∂νAµ)dxµ ∧dxν =

1
2

Fµνdxµ ∧dxν . (4.81)

因此，2 形式 F 的分量正好是规范场强 Fµν。

由于 F = dA，所以显然有

dF = 0. (4.82)

这个方程正是方程 (4.23) 的外微分形式写法，因为它等价于

0 =
1
2

∂ρFµνdxρ ∧dxµ ∧dxν

⇒0 =
1
6
(
∂ρFµν +∂µFνρ +∂νFρµ

)
dxρ ∧dxµ ∧dxν

⇒0 = ∂ρFµν +∂µFνρ +∂νFρµ . (4.83)

另外，根据第二章中介绍的外微分知识，有

∗d ∗F =
(
−∂ µFµν

)
dxν . (4.84)

假设我们进一步定义电流 1 形式

J = Jνdxν . (4.85)

则很容易看出，方程 (4.22) 可以重写为

∗d ∗F = J ⇔ d ∗F = ∗J. (4.86)

即有

d ∗F = ∗J, dF = 0, (4.87)

这正是用外微分形式表达的麦克斯韦方程组。
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4.3.2 电磁场的洛伦兹变换

下面考察电磁场的洛伦兹变换。为此，让我们考虑一种特殊情况，假设 S′ 系沿着 S 系

的 x 轴正方向以匀速 v 运动。假设我们这么选取 S′ 的坐标轴，以使得初始时两个坐标系

的坐标轴完全重合。这样一来，由于两坐标系的相对运动只发生在 x 方向上，与 y,z 方向

无关，所以显然有

dy′ = dy, dz′ = dz. (4.88)

由第二章的知识，我们还知道

dt ′ =
dt − vdx√

1− v2
,

dx′ =
dx− vdt√

1− v2
. (4.89)

根据第二章的知识可知，电磁势 Aµ 在洛伦兹变换下的变换规则与 dxµ 相同，而 Fµν

的变换规则则和 dxµ ∧dxν 相同。而对于上一段的两个参考系，容易算得

dt ′∧dx′ = dt ∧dx, dy′∧dz′ = dy∧dz. (4.90)

以及

dt ′∧dy′ =
dt ∧dy− vdx∧dy√

1− v2
,

dt ′∧dz′ =
dt ∧dz+ vdz∧dx√

1− v2
. (4.91)

以及

dz′∧dx′ =
dz∧dx+ vdt ∧dz√

1− v2
,

dx′∧dy′ =
dx∧dy− vdt ∧dy√

1− v2
. (4.92)

进一步由 F tx = Ex,F ty = Ey,F tz = Ez 以及 Fxy = Bz,Fyz = Bx,Fzx = By, 即可以得到电磁场的
变换关系，

E ′
x = Ex, B′

x = Bx

E ′
y =

Ey − vBz√
1− v2

, E ′
z =

Ez + vBy√
1− v2

.

B′
y =

By + vEz√
1− v2

, B′
z =

Bz − vEy√
1− v2

. (4.93)

当相对运动的速度远远小于光速时，即 v ≪ 1 时，上述结果可以简化为

E′ = E+v×B, B′ = B−v×E. (4.94)

我们看到，在洛伦兹变换之下，电场和磁场总是相互转化的。但是，我们可以定义如

下矢量场 G

G = E+ iB, (4.95)



4.3 外微分与麦克斯韦方程 63

可以证明，G 在洛伦兹变换之下总是变回自身各分量的线性组合。以上述特殊的洛伦兹变
换为例，根据上面的结果，不难得到

dt ′∧dx′+ idy′∧dz′ = dt ∧dx+ idy∧dz

dt ′∧dy′+ idz′∧dx′ =
1√

1− v2
(dt ∧dy+ idz∧dx)

+
iv√

1− v2
(dt ∧dz+ idx∧dy)

dt ′∧dz′+ idx′∧dy′ =
1√

1− v2
(dt ∧dz+ idx∧dy)

− iv√
1− v2

(dt ∧dy+ idz∧dx). (4.96)

从而即有 G 场的变换关系，

G′
x = Gx, G′

y = cos(iω)Gy + sin(iω)Gz

G′
z = cos(iω)Gz − sin(iω)Gy. (4.97)

式中 cosh(ω)= 1/
√

1− v2，sinh(ω)= v/
√

1− v2，从而 cos(iω)= cosh(ω)，sin(iω)= isinh(ω)=

iv/
√

1− v2。由此可见，洛伦兹变换相当于场 G 的一个三维空间旋转，只不过旋转角度为
一个复数。

场 G 的另一个应用是，利用它我们可以把无源的自由电磁场 (即 Jµ = 0) 的麦克斯韦
方程改写成如下方程

i
∂G
∂ t

= ∇×G, ∇ ·G = 0. (4.98)

对于这个结果，我们请读者自己直接验证。





5. 超导的有效理论以及涡旋解

5.1 超导的金兹堡-朗道理论

5.1.1 金兹堡-朗道理论

本章我们接着讨论复标量场与电磁场的耦合系统。特别的，我们假定这个系统的作用

量为

S =
∫

d4x
[
− 1

4
FµνFµν −DµϕDµϕ − g

2
(
|ϕ |2 −u

)2
]
. (5.1)

式中 u > 0 为实参数，Dµϕ = (∂µ − ieAµ)ϕ，µ = 0,1,2,3。从这个作用量很容易看出，它其

实就是将前面第三章讨论对称性自发破缺时的复标量场耦合到了电磁场。对称性自发破缺

的原始思想源自于朗道有关二阶相变的理论，而将它推广到与电磁场耦合的情形就是所谓

的金兹堡-朗道理论。
金兹堡-朗道理论是作为超导的长程有效理论而提出的，它的原始版本当然是一个非

相对论性理论。而上面的复标量场与电磁场的耦合系统却是一个相对论性理论，当然，人

们可以通过取上述理论的非相对论极限来得到原始的金兹堡-朗道理论。不过，假如我们关
心的是平衡态，即是说，假如我们只关心静态场位形，那相对论性理论和非相对论理论的

区别就无关紧要。正因为如此，本章中，我们将主要关心静态场位形。
不妨让我们写出上述系统的能量动量张量，

T µν =Fµ
ρFνρ − 1

4
ηµνFρσ Fρσ

+DµϕDνϕ +DνϕDµϕ −ηµν [DρϕDρϕ +
g
2
(
|ϕ |2 −u

)2
]. (5.2)
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从而可知系统的能量密度为

H = T 00 =
1
2
(E2 +B2)+ |D0ϕ |2 + |Diϕ |2 +

g
2
(
|ϕ |2 −u

)2
. (5.3)

式中指标 i = 1,2,3。

上述系统具有 U(1) 规范对称性，因此我们总可以通过选取合适的规范变换，使得

A0 = 0. (5.4)

通常称这之选取了轴规范。轴规范和第四章中介绍的洛伦兹规范一样，都只是一种规范条

件，本身并不是一个物理上的要求。

很显然，在轴规范下，E =− ∂A
∂ t ，D0ϕ = ∂tϕ，因此如果只考虑静态场位形的话，那将

有 E = 0, D0ϕ = 0。所以，对于静态场位形，系统的能量泛函可以写成，

H =
∫

d3x
[1

2
B2 + |Diϕ |2 +

g
2
(
|ϕ |2 −u

)2
]
. (5.5)

这就是所谓的金兹堡-朗道能量泛函 (Ginzburg-Landau energy functions)。而对于静态场
位形，最小作用量原理就变成了能量泛函取极值的原理，即

δH = 0. (5.6)

金兹堡和朗道称复标量场 ϕ 为序参量，起初人们并不知道它的微观起源是什么，后来，
Lev Gor’kov 从超导的微观理论——BCS 理论 (Bardeen-Cooper-Schrieffer theory)——出
发导出了金兹堡-朗道理论，这时人们才知道，ϕ 可以看作是库珀对的场。因此，金兹堡朗
道理论中复标量场与电磁场的耦合常数 e 正比于库珀对的电荷 qcp, 两者之间的关系是

e =
qcp

h̄
. (5.7)

一个库珀对由两个配对的电子组成，而在很多书上常常把电子电量记作 e，进而库珀对的

电荷就是 2e，如此一来库珀对场与电磁场的耦合常数就应该记作 2e/h̄。不过，在本书中

我们将坚持将这个耦合常数简单地记作 e，希望不会引起读者的混淆。

回到我们的物理讨论，我们记除磁能之外的能量为 Hm,

Hm =
∫

d3x
[
|Diϕ |2 +

g
2
(
|ϕ |2 −u

)2
]
. (5.8)

因此对于静态场位形，规范场与电流的耦合关系 δSm =
∫

d4xJµ
A δAµ 就变成

δHm =−
∫

d3xJA ·δA. (5.9)

由此可得电流密度的表达式

Ji
A = ie

(
Diϕϕ −ϕDiϕ

)
. (5.10)

下面我们将复标量场 ϕ 分解为一个模长场 |ϕ |(x) 和一个相位场 θ(x)，

ϕ(x) = |ϕ |eiθ(x). (5.11)
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代入金兹堡-朗道能量泛函，即得

Hm =
∫

d3x
[
(∂i|ϕ |)2 + |ϕ |2

(
∂iθ − eAi

)2
+

g
2
(
|ϕ |2 −u

)2
]
. (5.12)

以及

JA = 2e|ϕ |2
(
∇θ − eA). (5.13)

注意到在上面表达式 (5.12) 和 (5.13) 中 θ 场总以偏导的形式出现，且 ∂iθ 总是和
−eAi 作为一个整体出现，由此再结合 δHm =−

∫
d3xJi

AδAi，即知能量泛函 H 对 θ 的变分
为

δH = δHm =
1
e

∫
d3xJi

Aδ (∂iθ)

=−1
e

∫
d3x∂iJi

Aδθ . (5.14)

上式最后一行我们进行了分部积分，并扔掉了无穷远的边界项。进而根据最小作用量原理

δH = 0，即知 θ 场的运动微分方程正是

∂iJi
A = 0 ⇔ ∇ ·JA = 0. (5.15)

这也正是稳恒电流所满足的方程。另外，将能量泛函 H 对 A 变分，即可得场方程

∇×B = JA. (5.16)

从 Hm 的表达式 (5.12) 容易看出，为了使得系统的能量尽可能低，表达式 (5.12) 中的
每一项都应该取零，从而有

|ϕ |=
√

u, ∂iθ − eAi = 0. (5.17)

进而可知 JA = 0，同时

B = ∇×A =
1
e

∇×∇θ = 0. (5.18)

这时候我们称系统处于超导相。而 |ϕ |= 0, Ai ̸= ∂iθ/e, 从而 B 不一定等于零的相，则称作
正常相。特别的，正常相的模长场等于零，而超导相的模长场非零，模长场的这种非零取

值就是所谓的库珀对凝聚。

假设上述场论系统描述的是一块宏观材料，那上面的结果将意味着材料处于超导相

时，内部的磁场必定为零。即使在它转变为超导相前内部有磁场线，在转变为超导相后，

磁场线也会被排斥出去，这就是所谓的迈斯纳 (Meissner) 效应！同时，上面的结果也告诉
我们，超导相的材料内部不会有超导电流，超导电流只能出现在材料表面的某个薄层里面。

为了考察这样的薄层到底有多厚，我们将 θ 场和 A 场在超导相 (5.17) 附近做一个扰
动，记这样的扰动为 δθ、δA, 显然它们满足方程

∇ ·δJA = 0, ∇×δB = δJA. (5.19)



68 Chapter 5. 超导的有效理论以及涡旋解

注意到 δJA = 2eu
(
∇δθ − eδA), 即得

∇2δθ = e∇ ·δA

∇× (∇×δA) = 2eu(∇δθ − eδA). (5.20)

假设选取如下规范固定条件

∇ ·δA = 2euδθ . (5.21)

则稍微整理一下，即有如下 δθ 和 δA 脱耦的两个方程

∇2δθ = 2e2uδθ

∇2δA = 2e2uδA. (5.22)

这两个方程的解都是指数衰减的，典型地取作 δA ∼ δθ ∼ e−x/λ，式中 x 为超导体内某点

离表面的距离，而参数 λ 等于

λ =
1√

2e2u
. (5.23)

λ 称作超导体的穿透深度，它衡量的是超导材料表面超导电流以及磁场非零的表面薄层的
厚度。

另外，在超导相 (5.17) 附近对模长场作一个扰动，记扰动为 ρ, 即设

|ϕ |=
√

u+ρ. (5.24)

代入 (5.12) 式并保留到 ρ 的最低阶，即有

Hm ≃
∫

d3x
[
(∂iρ)2 +2guρ2

]
. (5.25)

进而即可得 ρ 所满足的方程

∇2ρ = 2guρ. (5.26)

这个方程的解典型地取作 ρ ∼ e−x/ξ , 式中

ξ =
1√
2gu

. (5.27)

ξ 称作关联长度，它表示的是模长场发生变化的典型距离。
朗道还引入了第三个参数来刻画超导体，那就是 λ 与 ξ 的比值，记作 κ, 很显然

κ =
λ
ξ
=

√
g
e2 . (5.28)

κ < 1 称作第一类超导体 (除了铌以外的绝大多数纯金属)，κ > 1 称作第二类超导体 (铌以
及绝大多数合金)。
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从 (5.12) 式可以看到，|ϕ |=
√

u 超导相的能量比 |ϕ |= 0 正常相能量每单位体积要少

∆ =
g
2
(02 −u)2 =

gu2

2
=

1
8e2λ 2ξ 2 . (5.29)

但是，假设超导材料原来处于外磁场中的话，那为了排出外磁场进而形成超导相，每单位

体积需要能量 1
2 B2，B 为外磁场大小。因此，从能量上考虑，仅当下式满足时

1
2

B2 < ∆ ⇒ B <
√

2∆, (5.30)

系统才会倾向于处于超导相。而当外磁场过强，即 B >
√

2∆，系统将倾向于处在正常相。

5.1.2 涡旋线激发的初步讨论

迈斯纳效应告诉我们，超导相内部磁场必定为 0。但是，有可能出现这样一种情况，即
在超导态中间出现某个很小的管状区域，其管子中心处不处在超导态，而是处在通常态，

所以它允许磁场通过，如图 (5.1) 所示。我们知道，在以从管子中心开始算起与周围超导

Figure 5.1: 超导体的磁通量子化。

态交界的一个横截半径为 λ 的管状区域内会有超导电流和磁场。而在离管子中心的横截
距离大于 λ 时，磁场衰减为零。同时我们也知道，管子中心处由于处于通常态，所以其模
长场取值为零，模长场在距离为 ξ 的尺度上变化，在离管子中心横截距离大于 ξ 时，模
长场就要趋于超导态的

√
u。这样一种处于超导体内部的磁通管子就称作超导体的涡旋线

激发，因为从远处看，它就是一根内部有磁场线通过的细线。

由于中间有磁场通过，所以在如图 (5.1) 所示的这种情况下，超导态内部任何一条包
围涡旋线的闭合回路上，矢量势 A 将不为 0，这是因为，沿着这样的闭合回路

∮
L A ·dl =∫

S B ·dS = Φ，式中 S 表示回路 L 所包围的面积，Φ 就是这根涡旋线内部通过的磁通。
另一方面，根据 (5.17) 式，我们又知道，在超导态内部，有 ∇θ = eA，从而

∮
L A ·dl =

1/e
∮

L ∇θ ·dl = 1/e
∮

L dθ，但是由于 θ 是一个相角，因此围绕着闭合回路一周，θ 的改变量
只可能取 2Nπ(N ∈ Z)，从而必有

Φ =
∮

L
A ·dl = N2π/e. (5.31)
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因此，涡旋线的磁通必然是量子化的，其量子化单位为

Φ0 = 2π/e, (5.32)

称为一个磁通量子。而这里的整数 N 就称为相应涡旋线的拓扑量子数。这样的涡旋线激

发实际上可以在超导体里面移动，不仅如此，两个不同拓扑量子数的涡旋线还可以合并成

一个涡旋线，而一个高拓扑量子数的涡旋线也可能分裂成多个低拓扑量子数的涡旋线，但

是，在整个这样的合并或分裂过程前后，总拓扑量子数是守恒的。

磁通量子化表明, 拥有最小磁通 Φ0 的超导涡旋线是稳定的。拥有更高通量的涡旋线

无法简单地凭空消失, 但是磁通量子化自身并不能阻止这个涡旋线分裂成多个通量更小的
涡旋线。Bogomolnyi 证明了1, 仅当 λ > ξ 时 (即仅对于第二类超导体), 对于通量 NΦ0 的

涡旋线, 它分裂成 N 个通量为 Φ0 的涡旋线会更稳定。

无论对于第一类超导体还是对于第二类超导体，涡旋解总是存在的，但是正如我们即

将要看到的, 仅对于第二类超导体以及某个有限范围的外磁场强度, 从能量上看才是倾向
于产生涡旋线的。

为了看清楚这一点，我们首先要注意到，在实际的条件下，涡旋线往往不是孤立存在

的，而是同时有大量涡旋线平行地排布，不妨记 n 为超导体内单位横截面积上涡旋线的

数目。根据上面所述，每个涡旋线为一个横截面积为 πξ 2 的管状区域，在区域之内，材

料处于正常态或者接近正常态，而在区域之外，材料处于超导态。根据前面的分析，为了

制造出这些涡旋线，单位体积需要能量 nπξ 2∆。这里，涡旋线的密度限制在 n < 1/(πξ 2),
否则不同涡旋线的管状区域将会重叠，这时就可以将材料视作是处于正常态。如果同时

有 n < 1/(πλ 2), 则每单位横截面积上面积为 1−nπλ 2 区域内的磁场会被排斥出去，如果

n > 1/(πλ 2), 则没有磁场会被排斥出去。所以，相对于没有磁场时的超导态，单位体积涡
旋态 (vortex state) 的能量是

WV ≈ nπξ 2∆+
1
2

B2 ×

1−nπλ 2, n < 1/(πλ 2)

0, n > 1/(πλ 2)
. (5.33)

另外，相较于超导态，正常态 (normal state) 每单位体积超出的能量是 WN ≈ ∆, 而为
了将所有的磁场都排斥出去，超导态 (super-conducting state) 每单位体积需要的能量是
WS ≈ B2/2。对于给定外磁场，通过比较 WV ,WN ,WS 中哪个最小，我们就能决定材料处于

相应的哪种状态上。

对于第一类超导体，由于 n < 1/(πξ 2), 而对于第一类超导体又有 ξ > λ , 所以必有
n < 1/(πλ 2)。当 B <

√
2∆时，由 (5.33)式即有，WV > 1

2 B2+nπ(ξ 2−λ 2)∆ >WS，所以不可

能存在涡旋态！另一方面，当 B>
√

2∆时，由 (5.33)式有，WV >∆
[
1+nπ(ξ 2−λ 2)

]
>∆=WN，

所以同样不存在涡旋态。总之，从能量上考虑，对于第一类超导体，将不存涡旋态，只有

超导态和正常态。

1E. B. Bogomol’nyi, Sov. J. Nucl. Phys. 24, 449 (1976). 关于数值计算, 参看 E. B. Bogomol’nyi and
A. I. Vainshtein, Sov. J. Nucl. Phys. 23, 558 (1976).
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对于第二类超导体，我们需要将磁场划分为如下三个区域，

B < Bc1, Bc1 < B < Bc2, B > Bc2. (5.34)

式中 Bc1 和 Bc2 分别为

Bc1 ≈
√

2∆(ξ/λ ), Bc2 ≈
√

2∆(λ/ξ ). (5.35)

根据 Bogomolnyi 的证明可知，仅当每个涡旋的磁通为最小磁通量子 Φ0 时才是稳定的。

由此可知，单位横截面积上涡旋线的数目必为 n = B/Φ0。对于 B < Bc1, 即有 n = B/Φ0 <√
2∆(ξ/λ )( e

2π ), 代入 (5.29) 式，即得 n < 1
4πλ 2 ∼ 1

πλ 2 . 由 (5.33) 式即有，WV ≈ nπξ 2∆+
1
2 B2(1−nπλ 2) = 1

2 B2 +nπ(ξ 2∆− 1
2 B2λ 2)> 1

2 B2 ≈WS。同时，这时也显然有 WN >WS，所以

材料处于超导态，没有涡旋线。而当 B > Bc1 时，我们有 n = B/Φ0 >
1

4πλ 2 ∼ 1
πλ 2，所以在涡

旋态中，磁场完全穿透了超导体，由 (5.33) 式有，WV ≈ nπξ 2∆ = (B/Φ0)πξ 2∆ = 1
2 eBξ 2∆ ∼

(B/Bc2)WN ∼ (Bc1/B)WS。由此可知，当 Bc1 < B < Bc2 时，WV < WN , WV < WS，所以材料

处于涡旋态上。而当 B > Bc2 时，我们依然有 WV <WS，但现在 WV >WN , 所以这时候 WN

最小，材料处于正常态。

为了真正求解出涡旋解的场位形，我们需要完整求解 A 场和模长场 |ϕ | 的运动微分方
程，由 (5.12) 式的变分，可得

∇×B = 2e|ϕ |2
(
∇θ − eA)

∇2|ϕ |= |ϕ |
(
∇θ − eA

)2
+g(|ϕ |2 −u)|ϕ |. (5.36)

作为二阶偏微分方程，这组方程的求解并不容易，即使是数值求解都不容易。好在，正如

后文将要看到的，对于 λ = ξ ⇒ g = e2 的临界类超导体，情况将可以大大简化。

5.2 涡旋解

本节我们具体讨论涡旋解。涡旋线是一根磁通细管，不妨假定这根管子沿着 x3 方向

排布，为此我们可以进一步假定整个场位形沿着 x3 方向是均匀的，即所有场都不依赖于

x3 坐标。这样一来，我们需要关心的，就只是横截方向，即 x1,x2 方向。很显然，在这个

横截方向上，涡旋线就类似于一个有限尺寸的“粒子”。即是说，这时候系统有效地是一

个二维系统 (考虑时间的话就是 2+1 维系统)，涡旋解是这个二维系统的孤立子解。
由于只有第二类超导体才能够处于涡旋态，所以本节将仅限于考察这种情形，即假定

g ≥ e2。另外，在本节中，i, j = 1,2。

5.2.1 Bogomolny 能限

对于我们实际关心的这个二维系统，考虑静态场位形，能量表达式为

H =
∫

d2x
[1

2
B2 + |Diϕ |2 +

g
2
(
|ϕ |2 −u

)2
]
. (5.37)

式中 B = F12。很显然，为了让场位形的总能量有限，当空间趋于无穷远时，能量表达式的

每一项都必须趋于零，从而可知，在空间无穷远处

ϕ(x)→
√

ueiθ(x), Diϕ → i
√

u(∂iθ − eAi)eiθ(x) → 0. (5.38)



72 Chapter 5. 超导的有效理论以及涡旋解

特别的，根据上式，我们有，在空间无穷远边界上 ∂iθ − eAi → 0, 从而可知全空间的
磁通必定满足，

Φ
2π

=
1

2π

∫
d2xB =

1
2π

∫ 1
2

Fi jdxi ∧dx j

=
1

2π

∮
∞

A jdx j =
1

2πe

∮
∞

∂ jθdx j

=
1

2πe
2πN =

N
e
. (5.39)

式中 N 为当我们围绕着空间无穷远走一圈时，作为相角的 θ 场所绕过的圈数，N 当然为

整数，这个结果就是上一节讨论过的磁通量子化关系。N 非零的静态场位形就称之为拓扑

非平凡的静态场位形。

事实上，正如我们即将证明的，当 g ≥ e2 时，对于拓扑非平凡的有限能量场位形，其

总能量必定有一个正的下界。为了推导这个下界，我们注意到

|D1ϕ |2 + |D2ϕ |2 = |(D1 ± iD2)ϕ |2 ∓ iD1ϕD2ϕ ± iD2ϕD1ϕ

= |(D1 ± iD2)ϕ |2 ∓ iε i jDiϕD jϕ . (5.40)

式中反对称张量 ε i j 满足 ε12 =−ε21 = 1。进一步，

∓iε i jDiϕD jϕ =∓iε i j∂iϕD jϕ ± ε i jeAiϕD jϕ

=∓iε i j∂i(ϕD jϕ)± iε i jϕ(∂iD jϕ)± ε i jeAiϕD jϕ

=∓iε i j∂i(ϕD jϕ)± iε i jϕ(DiD jϕ). (5.41)

利用

ε i jDiD j =
1
2

ε i j[Di,D j] =
1
2

ε i j(−ieFi j) =−ieF12 =−ieB. (5.42)

即得

∓iε i jDiϕD jϕ =∓iε i j∂i(ϕD jϕ)± eB|ϕ |2. (5.43)

综合 (5.40) 式和 (5.43) 式，即有

|Diϕ |2 = |(D1 ± iD2)ϕ |2 ∓ iε i j∂i(ϕD jϕ)± eB|ϕ |2. (5.44)

将 (5.44) 式代入静态场位形能量公式 (5.37)，即有

H =
∫

d2x
[
|(D1 ± iD2)ϕ |2 ± eB(|ϕ |2 −u)+

1
2

B2 +
g
2
(
|ϕ |2 −u

)2
]

+
∫

d2x
[
± euB∓ iε i j∂i(ϕD jϕ)

]
=
∫

d2x
[
|(D1 ± iD2)ϕ |2 +

1
2
[B± e(|ϕ |2 −u)]2 +

(g− e2)

2
(
|ϕ |2 −u

)2
]

+
∫

d2x
[
± euB∓ iε i j∂i(ϕD jϕ)

]
. (5.45)
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注意到 ε i jd2x = ε i jdx1dx2 = dxi ∧dx j, 从而∫
d2xε i j∂i(ϕD jϕ) =

∫
(dxi ∧dx j)∂i(ϕD jϕ)

=
∫

d
(
ϕD jϕdx j)= ∮

∞
ϕD jϕdx j. (5.46)

结果为空间无穷远边界上的积分，但根据 (5.38) 式，在空间无穷远边界上，D jϕ → 0, 从
而上式最终的积分等于零，即 ∫

d2xε i j∂i(ϕD jϕ) = 0. (5.47)

再注意到总磁通的量子化，即 (5.39)式，从而即知表达静态场位形总能量的 (5.45)式
可以写成

H =
∫

d2x
[
|(D1 ± iD2)ϕ |2 +

1
2
[B± e(|ϕ |2 −u)]2

]
+

(g− e2)

2

∫
d2x
(
|ϕ |2 −u

)2 ±2πNu. (5.48)

由这个式子很容易看出，只要 g ≥ e2，那么有限能量静态场位形的能量必定满足如下 Bo-
gomolny 能限 (BPS bound)，

H ≥ 2π|N|u. (5.49)

5.2.2 BPS 方程和涡旋解

前面说了，我们可以求出涡旋解，且在本节的有效二维系统中，这些涡旋解就是拓扑

非平凡的孤立子解。正如我们即将看到的，在 g = e2 的临界情况下对这些孤立子解的考察

将会变得尤其容易。因此，本小节我们假定 g = e2。

根据上一小节的讨论，这时候静态场位形的能量满足

H =
∫

d2x
[
|(D1 ± iD2)ϕ |2 +

1
2
[B± e(|ϕ |2 −u)]2

]
±2πNu. (5.50)

即能量有一个大于零的下界 2π|N|u。下面我们不妨假定拓扑量子数 N > 0, 从而上式中的
± 号都取 + 号，因此在给定拓扑等价类中，使得能量达到下界的场位形必定满足如下方

程，

(D1 + iD2)ϕ = 0, B+ e(|ϕ |2 −u) = 0. (5.51)

这就是 BPS 方程，满足这个方程的场位形使得静态能量取极小值，而根据最小作用量原
理，对于静态场位形，场的运动微分方程正是由能量的极值条件给出，从而满足 BPS 方
程的场位形必定满足场的运动微分方程 (反之则不然)。但是场方程是二阶偏微分方程，而
BPS 方程只是一阶微分方程，所以求解起来当然要容易很多。

为了找到 BPS 方程 (5.51) 的一组拓扑非平凡的涡旋解，我们不妨假设涡旋的中心位
于坐标原点，然后在两维空间平面上引入极坐标 (r,α)，

x1 = r cosα, x2 = r sinα. (5.52)
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假设 ϕ(x) = |ϕ |(x)eiθ(x), 则根据 (5.39) 式，对于拓扑量子数为 N 的场位形，相角 θ 在空间
无穷远处必定围绕着原点转 N 圈，由此我们不妨进一步假设 θ(x) = Nα, 同时假设 |ϕ | 只
依赖于径向坐标 r。即，我们假设

ϕ(x) = |ϕ |(r)eiθ , θ = Nα. (5.53)

将上面的假设代入 BPS 方程 (5.51), 即有

(∂1 + i∂2)|ϕ |− ie(A1 + iA2)|ϕ |+ i|ϕ |(∂1 + i∂2)θ = 0. (5.54)

分离这个等式的实部和虚部，即有

A1 =
1
e
[∂2 ln |ϕ |(r)+∂1θ ], A2 =

1
e
[−∂1 ln |ϕ |(r)+∂2θ ]. (5.55)

或者利用二阶反对称张量 εi j，将这个结果写成

Ai =
1
e
[εi j∂ j ln |ϕ |(r)+∂iθ ]. (5.56)

即是说，只需求出 |ϕ |(r)，就可以进一步根据这个结果得到规范场的场位形。
为了求出 |ϕ |(r)，我们需要利用 BPS 方程 (5.51) 中的另一个方程。为此，我们注意到

B = F12 = εi j∂iA j

=
1
e

εi jε jk∂i∂k ln |ϕ |+ 1
e

εi j∂i∂ jθ

=−1
e

∂ 2
i ln |ϕ |+ 1

e
εi j∂i∂ jθ . (5.57)

式中 ∂ 2
i = ∂ 2

1 +∂ 2
2 , 也记作 ∇2。为了得到上面的结果，我们代入了 (5.56) 式，并利用了恒

等式 εi jεk j = δik。

由于 ∂i∂ j 关于指标 i, j 对称，所以 (5.57) 式中的 1
e εi j∂i∂ jθ 项应该等于零。但，需要

小心的是，这个结论只对除坐标原点之外的区域成立，因为在这样的区域上 θ = Nα 作
为 xi 的函数是光滑的，但是在坐标原点处，极角 α 作为 xi 的函数却是奇异的！即是说，

εi j∂i∂ jα 在原点之外为零，但在原点处却是奇异的，从而必有

εi j∂i∂ jα = cδ 2(x), (5.58)

式中 δ 2(x) = δ (x1)δ (x2)。为了定出待定常数 c 的值，我们将这个结果对以坐标原点为中

心的一个小圆盘 D 积分，从而有

c =
∫

D
d2xεi j∂i∂ jα =

∫
D

dxi ∧dx j∂i∂ jα

=
∫

D
d(∂ jαdx j) =

∮
C

∂ jαdx j = 2π. (5.59)

式中 C 表示圆盘 D 的边界。上面的结果告诉我们

εi j∂i∂ jα = 2πδ 2(x). (5.60)
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从而

B =−1
e

∂ 2
i ln |ϕ |+ 1

e
2πNδ 2(x). (5.61)

代入 BPS 方程 (5.51) 中的另一个方程，即有

∇2 ln |ϕ |(r) = 2πNδ 2(x)+ e2(|ϕ |2 −u). (5.62)

方程 (5.62) 通常没有解析解，但它可以数值求解，它的解 (以及相应的规范场 Ai 的

解) 就描写电磁场与复标量场耦合系统的一个涡旋激发，涡旋的中心在坐标原点，涡旋的
总磁通为量子化的 2πN/e。这样的涡旋场位形大体如图 (5.2) 所示。

Figure 5.2: 涡旋解：其中复标量场在两维场空间的取向用一个小箭头表示，这样的小箭头
围着坐标原点打转，所以称作涡旋。磁场的方向垂直于两维空间平面，并限制在涡旋中心

的一个小区域内。

虽然无法得到涡旋的解析解，但是人们可以方便地考察这个解在 r → ∞ 以及 r → 0 时

的极限行为。首先，总能量有限的条件要求，

r → ∞ : |ϕ |(r)→
√

u. (5.63)

很显然，这是满足方程 (5.62) 的。这时候，规范场趋于一个纯规范，即

Ai →
1
e

∂iθ . (5.64)

从而磁场 B → 0, 当然这个结论也很容易从 BPS 方程的第二个方程中得到。
其次，当 r → 0 时，方程 (5.62) 右边的 δ 函数项将占主导地位，从而这时候方程本身

可以近似成

r → 0 : ∇2 ln |ϕ |(r) = 2πNδ 2(x). (5.65)
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这个方程的解是 ln |ϕ |(r) = N ln(r)+C2，即是说，

r → 0 : |ϕ |(r)→ ArN , (5.69)

式中 A 为积分常数。也即是说，

r → 0 : ϕ(x)→ AzN , (5.70)

式中 z = reiα = x1 + ix2 为两维空间的复坐标。进一步，根据 BPS 方程的第二个方程，我
们也可以得到涡旋中心的磁场强度，

r → 0 : B =−e(|ϕ |2 −u)→ eu = constant. (5.71)

2为了验证这个解，我们将方程在原点附近积分，从而有

2πN =
∫

D
d2x(∂ 2

1 +∂ 2
2 ) ln |ϕ(r)|

=
∮

C

(
∂1 ln |ϕ |dx2 −∂2 ln |ϕ |dx1

)
, (5.66)

代入 ln |ϕ |(r) = N ln(r)+C, 并利用 ∂ir = xi/r，即得

2πN = N
∮

C

(x1dx2 − x2dx1)

r2 . (5.67)

另一方面由极坐标定义 x1 = r cosα,x2 = r sinα, 可得 r2dα = x1dx2 − x2dx1，从而上面的式子即是

2πN = N
∮

C
dα. (5.68)

这显然成立！从而就验证了 ln |ϕ |(r) = N ln(r)+C 的确是方程 (5.65) 的解。
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前面的章节中我们考察了复标量场与电磁场的耦合系统。本章开始考察带电粒子与电

磁场的耦合系统。对于电动力学在宏观世界的应用而言，这样的系统也许更为重要。因为

宏观世界很少有机会出现一个复标量场来与电磁场相互作用，但却常常需要处理带电粒子

与电磁场相互作用的问题。本章先考察自由粒子体系的能量动量张量，之后再进一步考察

它们和电磁场的耦合。

6.1 多粒子系统的能量动量张量

考虑多个相对论性自由粒子所构成的系统，我们以 n = 1,2, ...,N 来标记不同的粒子。

根据《经典力学新讲》第三章的知识可以知道，这个系统的作用量可以写成

S[x(s)] =−∑
n

mn

∫
dτn =−∑

n
mn

∫
dsn

√
−ηµν

dxµ
n

dsn

dxν
n

dsn
. (6.1)

式中 xµ
n 为粒子 n 的时空坐标，mn 为它的质量，τn 为它的固有时，sn 为它的世界线参数。

由于上式在 sn → s̃n(sn) 的重参数化之下保持不变，所以 sn 的选择有很大的任意性，特别

的，我们可以将 sn 选作固有时 τn。
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不妨以固有时参数 (即 sn = τn) 下的粒子作用量来进一步讨论。我们可以利用最小作
用量原理求出上述自由粒子系统的运动微分方程，为此注意到

δS =−∑
n

mn

∫
δ (dτn) =−∑

n
mn

∫ 1
2

δ (dτ2
n )

dτn

= ∑
n

mn

∫ 1
2

δ (ηµνdxµ
n dxν

n )/dτn

= ∑
n

mn

∫ dxµ
n

dτn
ηµνδ (dxν

n )

= ∑
n

mn

∫ dxµ
n

dτn
ηµνd(δxν

n ). (6.2)

将最后一行的结果分部积分，并利用在边界上 δxµ
n = 0, 即可得

δS =−∑
n

mn

∫
dτn

d2xµ
n

dτ2
n

ηµνδxν
n . (6.3)

根据最小作用量原理的 δS = 0，即可得

mn
d2xµ

n

dτ2
n

= 0. (6.4)

定义第 n 个粒子的四维动量 pµ
n = (p0

n,pn) 为

pµ
n = mn

dxµ
n

dτn
. (6.5)

则上述运动微分方程可以重写成

d pµ
n

dτn
= 0. (6.6)

另外，利用 x0
n = tn, dτn =

√
1−v2

ndtn，我们也可以得到

p0
n =

mn√
1−v2

n
, pn =

mnvn√
1−v2

n
. (6.7)

进而也有

vn =
pn

p0
n
. (6.8)

作用量 (6.1) 显然具有 xµ
n → x̃µ

n = xµ
n +aµ(aµ 为常矢量) 的时空坐标平移不变性。为了

考察这一时空平移对称性所对应的能动量张量，我们考虑如下局域化的无穷小时空坐标变

换

xµ
n → x̃µ

n = xµ
n + εµ(xn)⇔ δxµ

n = εµ(xn). (6.9)
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(从而 δ (dxµ
n ) = d(δxµ

n ) =
∂εµ

∂xν
n

dxν
n ) 完全仿照 (6.2) 式，可得在此局域时空坐标变换下，作用

量的改变量为

δS = ∑
n

mn

∫ dxµ
n

dτn
ηµνd(δxν

n )

= ∑
n

mn

∫ (dxµ
n

dτn

)∂εµ

∂xν
n

dxν
n

= ∑
n

mn

∫
dτn
(dxµ

n

dτn

dxν
n

dτn

)∂εµ

∂xν
n
. (6.10)

通过引入四维时空 δ 函数 δ 4
(
x− xn(τn)

)
= ∏3

µ=0 δ
(
xµ − xµ

n (τn)
)
, 可以进一步将上面结果写

成

δS = ∑
n

mn

∫
dτn
(dxµ

n

dτn

dxν
n

dτn

)∂εµ

∂xν
n

=
∫

d4x
[
∑
n

mn

∫
dτn
(dxµ

n

dτn

dxν
n

dτn

)
δ 4(x− xn(τn)

)]
∂νεµ(x). (6.11)

从而易知，与时空平移对称性对应的能动量张量为

T µν = ∑
n

mn

∫
dτn
(dxµ

n

dτn

dxν
n

dτn

)
δ 4(x− xn(τn)

)
. (6.12)

显然，这个能动量张量是一个对称张量。

为了看清楚上述能动量张量的意义，我们将它重写成，

T µν = ∑
n

mn

∫
dsn
(dxµ

n

dsn

dxν
n

dτn

)
δ 4(x− xn(sn)

)
. (6.13)

然后取世界线参数 sn = x0
n, 则当我们做完对 sn 的积分后，即有能动量密度

T 0µ = ∑
n

mn
(dxµ

n

dτn

)
δ 3(x−xn(t)

)
= ∑

n
pµ

n δ 3(x−xn(t)
)
. (6.14)

式中 δ 3
(
x−xn(t)

)
= ∏3

i=1 δ
(
xi − xi

n(t)
)
。从而可知与时空平移对称性对应的守恒量为∫

d3xT 0µ = ∑
n

pµ
n , (6.15)

即粒子系统总的四维动量守恒。类似的，在取 sn = x0
n 并做完对 sn 的积分以后，也有流密

度

T iµ = ∑
n

mn
(dxµ

n

dτn

dxi
n

dt

)
δ 3(x−xn(t)

)
= ∑

n
pµ

n vi
nδ 3(x−xn(t)

)
. (6.16)

综合 (6.14) 式和 (6.16) 式，可知粒子系统的能动量张量可以表达成

T µν =
[
∑
n

pµ
n pν

n

p0
n

δ 3(x−xn(t)
)]
. (6.17)
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进一步，我们有

∂µT µν = ∑
n

mn

∫
dτn
(dxµ

n

dτn

dxν
n

dτn

)
∂µδ 4(x− xn(τn)

)
.

=−
[
∑
n

mn

∫
dτn

dxν
n

dτn

dxµ
n

dτn

∂
∂xµ

n
δ 4(x− xn(τn)

)]
=−

[
∑
n

∫
dτn pν

n
d

dτn
δ 4(x− xn(τn)

)]
. (6.18)

将上式分部积分，并丢弃 τn → ∞ 的边界项1，即可以得到

∂µT µν = ∑
n

∫
dτn

d pν
n

dτn
δ 4(x− xn(τn)

)
. (6.19)

对于我们所考察的自由粒子系统, d pµ
n

dτn
= 0，从而上式就给出自由粒子系统的能动量张量守

恒方程。但是，即使对于相互作用的粒子系统，(6.19) 式依然是成立的，只不过，这时候
方程 (6.19) 的右边将取决于粒子间的相互作用力场。

6.2 耦合到电磁场

现在，假设前面考察的粒子是带电粒子，因此可以耦合到电磁场。根据《经典力学新

讲》第三章的知识可知，与电磁场耦合的带电粒子系统的作用量为

S[x(s)] =−∑
n

mn

∫
dτn +∑

n
qn

∫
Aµdxµ

n . (6.20)

式中 qn 为粒子 n 的电荷。为了得到系统的运动微分方程，我们将这个作用量对粒子坐标

变分，其中第一项的变分与 (6.2) 式完全相同，关键是要将第二项，即与规范势 Aµ 耦合

的项进行变分，则有

∑
n

qnδ
∫

Aµdxµ
n = ∑

n
qn

∫
δAνdxν

n +∑
n

qn

∫
Aµd(δxµ

n )

= ∑
n

qn

∫ (
∂µAνδxµ

n dxν
n −dAµδxµ

n
)

= ∑
n

qn

∫ (
∂µAνδxµ

n dxν
n −∂νAµdxν

n δxµ
n
)

= ∑
n

qn

∫
dτnFµν

dxν
n

dτn
δxµ

n . (6.21)

其中第二个等号进行了分部积分，并注意到边界项等于零。从而即可得到与电磁场耦合的

作用量 (6.20) 的变分，

δS[x(s)] = ∑
n

∫
dτn

[
−mn

d2xµ
n

dτ2
n
+qnFµ

ν
dxν

n

dτn

]
δxnµ . (6.22)

1边界项 −
[

∑n pν
n (±∞)δ 4(x− xn(±∞)

)]
之所以可以丢弃，是因为 xn(±∞) 位于时空的无穷远过去和无穷远

将来，而 x 点位于有限区域内，从而 δ 4(x− xn(±∞)
)
= 0, 即边界项其实等于零。
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根据最小作用量原理，即可得粒子的运动微分方程，为

d pµ
n

dτn
= mn

d2xµ
n

dτ2
n

= qnFµ
ν

dxν
n

dτn
. (6.23)

很显然，方程 (6.23) 也可以写作

d pµ
n

dt
= qnFµ

ν
dxν

n

dt
. (6.24)

从这里读者不难得到

dpn

dt
= qn(E+vn ×B). (6.25)

这正是通常所谓的洛伦兹力公式。

将作用量 (6.20) 对规范势 Aµ 变分，即可得到

δS = ∑
n

qn

∫
dτn

dxµ
n

dτn
δAµ

=
∫

d4x
[
∑
n

qn

∫
dτn

dxµ
n

dτn
δ 4(x− xn(τn)

)]
δAµ . (6.26)

将这个式子与标准的电流四矢量 Jµ 与规范势的耦合 δS =
∫

d4xJµδAµ 进行比较，即可得

到此带电粒子系统的电流四矢量，为

Jµ(x) = ∑
n

qn

∫
dτn

dxµ
n

dτn
δ 4(x− xn(τn)

)
= ∑

n
qn

∫
dsn

dxµ
n

dsn
δ 4(x− xn(sn)

)
. (6.27)

为了看清楚 (6.27) 式的物理意义，我们取世界线参数 sn = x0
n, 并做出 (6.27) 式中的积

分，则有

ρ = ∑
n

qnδ 3(x−xn(t))

J = ∑
n

qnvnδ 3(x−xn(t)). (6.28)

很显然，结果正符合我们对电荷密度以及电流密度表达式的预期。

下面回到多粒子系统的能动量张量。当我们将 (6.23) 式代入 (6.19) 式，即有 (对与电
磁场耦合的带电粒子系统)，

∂µT µν = ∑
n

∫
dτnqnFν

ρ
dxρ

n

dτn
δ 4(x− xn(τn)

)
. (6.29)

注意到电流四矢量的定义式 (6.27)，即有

∂µT µν = Fν
ρJρ(x). (6.30)
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现在，假设电磁场本身就是这些带电粒子产生的，因此要将它包括进我们的系统之中。

从而整个带电粒子与电磁场耦合系统的作用量为，

S[x(s),Aµ ] =−
∫

d4x
1
4

FµνFµν −∑
n

mn

∫
dτn +∑

n
qn

∫
Aµdxµ

n . (6.31)

电磁场当然也会对系统的能动量张量有贡献，根据第四章的知识，电磁场贡献的能动量张

量为

T µν
em = Fµ

ρFνρ − 1
4

ηµνFρσ Fρσ . (6.32)

由于要和带电粒子耦合，T µν
em 本身当然也是不守恒的，它满足

∂µT µν
em = ∂µFµ

ρFνρ +Fµρ∂ µFνρ − 1
4

∂ ν(FµρFµρ)
= ∂µFµ

ρFνρ +
1
2

Fµρ
(
∂ µFνρ −∂ ρFνµ)− 1

2
Fµρ∂ νFµρ

= ∂µFµ
ρFνρ +

1
2

Fµρ
(
∂ µFνρ +∂ νFρµ +∂ ρFµν). (6.33)

代入麦克斯韦方程组，即得

∂µT µν
em =−Fν

ρJρ . (6.34)

联合前面的 (6.30) 式，即可知如下总的能动量张量是守恒的,

T µν = Fµ
ρFνρ − 1

4
ηµνFρσ Fρσ +∑

n
mn

∫
dτn
(dxµ

n

dτn

dxν
n

dτn

)
δ 4(x− xn(τn)

)
. (6.35)

满足

∂µT µν = 0. (6.36)

另外，注意到 T µ
µ em = 0, 以及 ηµν

dxµ
n

dτn

dxν
n

dτn
= −1 (即 −dτ2

n = ηµνdxµ
n dxν

n ), 即可知这个总能
量动量张量满足如下特性

T µ
µ =−∑

n
mn

∫
dτnδ 4(x− xn(τn)

)
≤ 0. (6.37)
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运动电荷会产生电磁场，本章就是要通过求解麦克斯韦方程，求出这个电磁场。和本

书其它章节一样，本章也主要采用 c = 1 单位制，但与此同时，我们将保留公式中真空磁

导率以及真空介电常数的符号，当然，由于 c = 1，在恢复光速前即有 µ0 = 1/ε0。另外，在

各种推导结束以后，我们也常常通过恢复光速 c 来得到国际单位制中的相应公式。

7.1 延迟格林函数和推迟势

为了求解运动电荷所产生的电磁场，我们需要求解麦克斯韦方程。我们知道，在洛伦

兹规范 ∂µAµ = 0 之下，麦克斯韦方程等价于如下波动方程，

−∂ν∂ νAµ(x) = µ0Jµ(x). (7.1)

式中 Jµ 为电流四矢量。为了求解这个方程，我们定义格林函数 G(x,x′), 它满足如下方程

−∂ν∂ νG(x,x′) = δ 4(x− x′) (7.2)

式中 x = (t,x),x′ = (t ′,x′) 为两个四维时空点，δ 4(x− x′) = δ (t − t ′)δ 3(x−x′)。利用格林函
数，我们可以得到方程 (7.1) 的解，

Aµ(x) = µ0

∫
d4x′G(x,x′)Jµ(x′). (7.3)
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注意到方程 (7.2) 在时空坐标平移下是不变的，从而即有 G(x,x′) = G(x− x′), 进而就
可以将 (7.2) 式改写成

−∂ν∂ νG(x) = δ 4(x). (7.4)

而方程 (7.1) 的解就可以写成，

Aµ(x) = µ0

∫
d4x′G(x− x′)Jµ(x′). (7.5)

利用流守恒方程 ∂µJµ = 0 以及关系式 ∂µG(x− x′) =−∂ ′
µG(x− x′)(式中 ∂ ′

µ = ∂
∂x′µ ), 很容易

验证这样的解一定满足洛伦兹规范。验证过程如下，

∂µAµ(x) = µ0

∫
d4x′∂µG(x− x′)Jµ(x′)

=−µ0

∫
d4x′∂ ′

µG(x− x′)Jµ(x′)

= µ0

∫
d4x′G(x− x′)∂ ′

µJµ(x′) = 0, (7.6)

式中第 3 个等号我们进行了分部积分，并注意到 Jµ 在无穷远处等于零，从而扔掉了分部

积分的边界项，同时，式中最后一个等号我们利用了流守恒方程 ∂µJµ = 0。

为了求出格林函数 G(x) 的具体表达式，我们对 (7.4) 式进行傅里叶变换，注意到
δ 4(x) =

∫ d4k
(2π)4 eik·x，式中 kµ = (ω,k), k · x = kµxµ =−ωt +k ·x，并令

G(x) =
∫ d4k

(2π)4 G̃(k)eik·x, (7.7)

进而即可得到

k2G̃(k) = 1 ⇒ G̃(k) =
1
k2 =

1
k2 −ω2 =− 1

ω2 −|k|2
. (7.8)

从而

G(x) =−
∫ d3k

(2π)3 eik·x
∫ dω

2π
e−iωt

ω2 −|k|2
. (7.9)

我们可以将变量 ω 延拓到整个复平面来看待 (7.9)这个积分。很明显，被积函数 e−iωt

ω2−|k|2

在 ω 复平面上有两个极点，分别是 ω =±|k|。而对 ω 的积分是沿着实轴进行的，积分路
径会经过这两个极点，因此为了让积分收敛，就必须给出积分路径在极点附近如何绕过的

方案。这样的方案并非唯一，不同的绕行方案将给出不同的格林函数。但在经典场论中，

最重要的绕行方案是从极点的上方绕过，如图 (7.1) 所示。这种绕行方案给出来的格林函
数就是所谓的延迟格林函数 (retarded Green’s function)，记作 Gret(x) = Gret(x, t)，这个
函数的行为取决于 t > 0 还是 t < 0。

我们首先来看 t < 0 情形。这时候被积函数中的指数因子 e−iωt 显然满足

ω → i∞ : e−iωt → 0. (7.10)
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Figure 7.1: t < 0 时延迟格林函数在复 ω 平面的积分回路。

因此我们可以将 ω 的积分路径在复上半平面上添加一个无穷远半圆，如图 (7.1) 所示，因
为在这个无穷远半圆上，被积函数等于零，从而对积分是没有贡献的。但这样一来，我们

就使得 ω 的积分路径在复 ω 平面上形成了一个闭合围道，从而可以利用围道积分来计算
积分结果。很明显，由于积分路径从极点的上方绕过，所以这个闭合围道并不包围任何极

点，从而围道积分的结果必定为零，即

Gret(x, t) = 0 t < 0. (7.11)

反过来，当 t > 0 时，有

ω →−i∞ : e−iωt → 0. (7.12)

从而我们只能给积分路径在复下半平面上添加无穷远处的半圆，从而在复下半平面形成闭

合围道。那这时候积分围道将同时包围两个极点，围道积分的结果将给出∮ dω
2π

e−iωt

ω2 −|k|2
=

1
2π

(−2πi)
[e−i|k|t

2|k|
− ei|k|t

2|k|

]
. (7.13)

代入 (7.9) 式，即有

G(x) =−
∫ d3k

(2π)3 eik·x
∫ dω

2π
e−iωt

ω2 −|k|2

= i
∫ d3k

(2π)3
1

2|k|
[
ei(k·x−|k|t)− ei(k·x+|k|t)]. (7.14)

下面以 x 的方向为 z 方向，在 3 维 k 空间引入球坐标，并记 r = |x|, 即有

i
∫ d3k

(2π)3
1

2|k|
ei(k·x−|k|t) = i

1
(2π)3 (2π)

∫ +∞

0
|k|2d|k|

∫ π

0
sinθdθ

1
2|k|

ei|k|r cosθ e−i|k|t

= i
1

2(2π)2

∫ +∞

0
|k|d|k| 1

i|k|r
[
ei|k|r − e−i|k|r]e−i|k|t

=
1

2(2π)2r

∫ +∞

0
d|k|

[
ei|k|(r−t)− e−i|k|(r+t)]. (7.15)

类似的，也有

i
∫ d3k

(2π)3
1

2|k|
ei(k·x+|k|t) =

1
2(2π)2r

∫ +∞

0
d|k|

[
ei|k|(r+t)− e−i|k|(r−t)]. (7.16)
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将 (7.15) 式和 (7.16) 式代入 (7.14) 式，即有

G(x) =
1

2(2π)2r

∫ +∞

0
d|k|

[
ei|k|(r−t)− e−i|k|(r+t)− ei|k|(r+t)+ e−i|k|(r−t)]

=
1

2(2π)2r

∫ +∞

−∞
d|k|

[
ei|k|(r−t)− e−i|k|(r+t)]

=
1

4πr

[
δ (t − r)−δ (t + r)

]
=

1
2π

δ (t2 − r2)

=
1

2π
δ (x2). (7.17)

即仅仅在光锥 x2 = 0 上，延迟格林函数才非零。

刚才我们计算的是 t > 0 情形，现在将 t < 0 和 t > 0 综合起来，即有

Gret(x, t) =
1

2π
δ (x2)θ(t). (7.18)

其中 θ(t) 是所谓的阶跃函数，当 t > 0 时，θ(t) = 1，当 t < 0 时 θ(t) = 0。(7.18) 式是延迟
格林函数的明显协变的形式，它在正洛伦兹变换下明显保持不变。但实际上，当 t > 0 时，

必有 (7.17) 式中的 δ (r+ t) = 0, 从而延迟格林函数也可以写成如下不明显协变的形式

Gret(x, t) =
1

4πr
δ (t − r). (7.19)

利用延迟格林函数，即可得到

Aµ(x) = µ0

∫
d4x′Gret(x− x′)Jµ(x′)

=
µ0

2π

∫
d4x′δ ((x− x′)2)θ(t − t ′)Jµ(x′)

=
µ0

4π

∫
d4x′

δ (t − t ′−R)
R

Jµ(x′). (7.20)

式中

R = x−x′, R = |R|. (7.21)

我们也常常将 (7.20) 式中的时间变量 t ′ 先积掉，进而得到

Aµ(x) =
µ0

4π

∫
d3x′

Jµ(x′, t −R)
R

(7.22)

从 (7.20) 式和 (7.22) 式可以清楚地看到，t 时刻的势场 Aµ 取决于更早的 t −R 时刻的源，

因此这两个式子又叫做推迟势公式。推迟的原因就在于场的传播需要时间，t −R 时刻 x′

点源的运动情况经过时间 R 刚好在 t 时刻影响 x 点的势场。

其它格林函数

假如在计算 (7.9) 式的积分时我们让积分路径从两个极点的下方绕过，如图 (7.2) 所
示，相应的积分结果将给出另一种可能的格林函数，即超前格林函数 (advanced Green’s
function)Gadv(x, t)，为

Gadv(x, t) =− 1
2π

δ (x2)θ(−t) =
1

4πr
δ (t + r)θ(−t). (7.23)
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Figure 7.2: t > 0 时超前格林函数在复 ω 平面的积分回路。

利用超前格林函数，我们就能得到所谓的超前势，

Aµ(x) =
µ0

4π

∫
d3x′

Jµ(x′, t +R)
R

. (7.24)

超前势同样是方程 (7.1) 的解，但是这种解显然是非物理的，因为它 t 时刻的场值取决于

未来的 t +R 时刻的源分布，这显然违反了因果律。因此唯一合理的处理就是丢弃这种可

能性。

最后，在量子场论中，(7.9) 式的积分围道还有另一种可能性，即从两个极点中左边极
点的下方绕过，但却从右边极点的上方绕过，如图 (7.3) 所示，这时候相应的格林函数就
称作费曼格林函数，或者称作费曼传播子。这种格林函数在量子场论中是最基本的，但它

没有经典物理解释，从而当我们仅仅考虑经典场论时也应该丢弃它。

Figure 7.3: 费曼传播子。

7.2 带电粒子的电磁场

7.2.1 Lienard-Wiechert 势

现在考察一个带电的运动粒子，设电量为 q，粒子的世界线为 x̃µ(τ) = (̃t(τ), x̃(τ))，其
中 τ 为世界线的参数，通常就取为粒子的固有时。记粒子的速度为 v(t) = dx̃

dt , 则这个粒子
贡献的电荷密度 ρ(x, t) 以及电流密度 J(x, t) 分别为，

ρ(x, t) = qδ 3(x− x̃(t))

J(x, t) = qv(t)δ 3(x− x̃(t)). (7.25)

或者也可以写成明显协变的形式

Jµ(x) = q
∫

dτ
dx̃µ(τ)

dτ
δ 4(x− x̃(τ)). (7.26)
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在上式中将变量 τ 代换成 t̃ 就可以得到前面不明显协变的电荷密度以及电流密度。

将 (7.26) 式代入 (7.20) 式，就可以得到这个运动电荷产生的场

Aµ(x) =
µ0q
2π

∫
dτ
∫

d4x′
dx̃µ

dτ
δ 4(x′− x̃(τ))δ ((x− x′)2)θ(t − t ′)

=
µ0q
2π

∫
dτ

dx̃µ

dτ
δ ((x− x̃)2)θ(t − t̃)

=
µ0q
4π

∫
dτ

dx̃µ

dτ
δ (t − t̃ −R)

R
. (7.27)

式中 R(τ) = x− x̃(τ) 为从带电粒子到场点 x 的位置矢量。在 (7.27) 式中将变量 τ 代换成
变量 t̃, 即有 (注意到在光速 c = 1 的单位制中有 µ0 = 1/ε0)

ϕ(x, t) =
q

4πε0

∫
dt̃

δ (t − t̃ −R(̃t))
R(̃t)

A(x, t) =
µ0q
4π

∫
dt̃v(̃t)

δ (t − t̃ −R(̃t))
R(̃t)

. (7.28)

式中 v(̃t) = dx̃/dt̃。式中的 δ 函数将时间 t̃ 约束为满足下式

t − t̃ −R(̃t) = 0 ⇔ t̃ = t −R(̃t). (7.29)

满足这个式子的时间 t̃ 称作迟缓时间 (retarded time)，通常记为 tret，很显然它是 t 时刻

到达 x 点的光从带电粒子发出的时间。
利用

δ (t − t̃ −R(̃t)) =
δ (̃t − tret)

| ∂
∂ t̃ (t − t̃ −R(̃t))|

, (7.30)

并注意到

∂
∂ t̃

(̃t +R(̃t)− t) = 1+
dR(̃t)

dt̃

=1− dx̃
dt̃

·∇R = 1−v(̃t) ·n(̃t). (7.31)

式中 n(̃t) = ∇R(̃t) = R
R 为从带电粒子指向场点的单位矢量，通常称 1−v(̃t) ·n(̃t) 为多普勒

因子。利用这些结果，我们很容易将 (7.28) 式的积分算出来，得到

ϕ(x, t) =
1

4πε0

[ q
R−v ·R

]
ret

A(x, t) =
µ0q
4π

[ qv
R−v ·R

]
ret
. (7.32)

其中下标 ret表示方括号里的量在迟缓时刻 tret 计算。(7.32)就是所谓的 Lienard-Wiechert
势。

为了得到运动带电粒子所产生的电场 E(x, t) 和磁场 B(x, t), 我们利用

E(x, t) =−∇ϕ − ∂A
∂ t

, B(x, t) = ∇×A. (7.33)
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代入带电粒子的标势和矢势 (即 (7.28) 式)，即有

E(x, t) =− q
4πε0

∇
∫

dt̃
δ (t − t̃ −R(̃t))

R(̃t)
− µ0q

4π
∂
∂ t

∫
dt̃v(̃t)

δ (t − t̃ −R(̃t))
R(̃t)

.

利用 ∇R = n, ∇
( 1

R

)
=− R

R3 , 即有

∇δ (t − t̃ −R(̃t)) = (−∇R)
∂
∂ t

δ (t − t̃ −R(̃t)) =−n(̃t)
∂
∂ t

δ (t − t̃ −R(̃t)).

代入 E(x, t) 的表达式，即有

E(x, t) =
q

4πε0

[∫
dt̃δ (t − t̃ −R(̃t))

n
R2 +

∂
∂ t

∫
dt̃δ (t − t̃ −R(̃t))

n−v
R

]
.

将对 t̃ 的积分积出来，即有

E(x, t) =
q

4πε0

[ n
(1−v ·n)R2

]
ret

+
q

4πε0

d
dt

[ n−v
(1−v ·n)R

]
ret
. (7.34)

类似的，也可以得到磁场的表达式，为

B(x, t) =
µ0q
4π

[ v×n
(1−v ·n)R2

]
ret

+
µ0q
4π

d
dt

[ v×n
(1−v ·n)R

]
ret
. (7.35)

7.2.2 Heaviside-Feynman 公式

以上关于带电粒子电场强度和磁场强度的结果虽然精确成立，但相关的公式应用起来

却不够方便。为了得到更好用的表达式，我们将迟缓时间的定义式 tret = t −R(tret) 对 tret

求导，从而得到

dt
dtret

= 1+
dRret
dtret

. (7.36)

再利用 dR
dt =− dx̃

dt ·∇R =−v ·n, 即有

dt
dtret

= [1−v ·n]ret. (7.37)

类似的，也可以得到

dtret
dt

= 1− dRret
dt

=
1

[1−v ·n]ret
. (7.38)

而且也有

vret =−dRret
dtret

=−[1−v ·n]ret
dRret

dt

⇒
[ v

1−v ·n

]
ret

=−dRret
dt

. (7.39)

利用 (7.38) 式和 (7.39) 式消去 (7.34) 式中的 1
[1−v·n]ret

和
[ v

1−v·n
]

ret, 即可以得到

E =
q

4πε0

{nret
R2

ret

(
1− dRret

dt

)
+

d
dt

[nret
Rret

(
1− dRret

dt

)
+

1
Rret

dRret
dt

]}
. (7.40)
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经过一些运算就可以整理得

E(x, t) =
q

4πε0

{[ n
R2

]
ret

+Rret
d
dt

[ n
R2

]
ret

+
d2nret

dt2

}
. (7.41)

这个结果就是所谓的 Heaviside-Feynman 公式，这个公式的第一项就是库伦场项，第二项
是时间延迟带来的修正项，第三项则可以描述运动电荷的电磁波辐射。通过简单的量纲分

析，我们容易恢复 Heaviside-Feynman 公式中的光速 c，进而得到

E(x, t) =
q

4πε0

{[ n
R2

]
ret

+
Rret

c
d
dt

[ n
R2

]
ret

+
1
c2

d2nret
dt2

}
. (7.42)

上面得到的 Heaviside-Feynman 公式是关于电场的，为了得到磁场的相应公式，我们
将 n = R

R 对 t 求导，并利用 dR
dt =−v ·n, 即可得

dn
dt

=
1
R
[−v+n(v ·n)] = 1

R
n× (n×v). (7.43)

进而即有

nret ×
dnret

dt
= nret ×

dnret
dtret

dtret
dt

. (7.44)

代入 (7.38) 式和 (7.43) 式，即可得

nret ×
dnret

dt
=
[ v×n
(1−v ·n)R

]
ret
. (7.45)

将这个结果应用到 (7.35) 式，即得

B(x, t) =
µ0q
4π

{[n
R

]
ret

× dnret
dt

+nret ×
d2nret

dt2

}
. (7.46)

这就是关于带电粒子磁场的 Heaviside-Feynman 公式，恢复光速 c，即有

B(x, t) =
µ0q
4π

{[n
R

]
ret

× dnret
dt

+
nret

c
× d2nret

dt2

}
. (7.47)

比较 (7.42) 式和 (7.47) 式，容易看出

B = nret ×E/c. (7.48)

除了公式本身非常简洁好记以外，Heaviside-Feynman 公式的好处还在于，它可以用
于直观地讨论运动电荷的电磁辐射，关于这方面的内容，请读者阅读费曼物理学讲义第一

卷第 34 章。这里我们想指出的是，Heaviside-Feynman 公式用于讨论场的频谱分析非常
方便。比方说，对于运动电荷电场的辐射场部分 Erad,

Erad(t) =
q

4πε0

1
c2

d2nret
dt2 , (7.49)

记其傅里叶变换为 Ẽrad(ω)，

Ẽrad(ω) =
∫ +∞

−∞
dtErad(t)eiωt , (7.50)
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则很容易可以得到

Ẽrad(ω) =
q

4πε0

1
c2

∫ +∞

−∞
dt

d2nret
dt2 eiωt

=− q
4πε0

ω2

c2

∫ +∞

−∞
dtnret exp(iωt). (7.51)

很显然，为了得到运动电荷电场的频谱分析，我们只需将从运动电荷的延迟点指向观察点

的单位矢量进行傅里叶变换。

7.2.3 运动电荷的电磁辐射

另外，我们也可以直接用 (7.38) 式将 (7.34) 式中对 t 的导数变换成对迟缓时间 tret 的

导数，进而有

E(x, t) =
q

4πε0

[ n
(1−v ·n)R2 +

1
(1−v ·n)2R

(dn
dt

− dv
dt

)
− n−v

(1−v ·n)3R2

(
R

d
dt
(1−v ·n)+(1−v ·n)dR

dt

)]
ret
. (7.52)

代入 (7.43) 式以及 dR
dt =− dx̃

dt ·∇R =−v ·n 即可以算得

E(x, t) =
q

4πε0

[(n−v)(1−v2)

(1−v ·n)3R2 +
n×{(n−v)× v̇}

(1−v ·n)3R

]
ret
. (7.53)

通过简单的量纲分析恢复光速 c，即有

E(x, t) =
q

4πε0

[(n− v
c )(1−

v2

c2 )

(1− v
c ·n)3R2 +

n×{(n− v
c )× v̇}

c2(1− v
c ·n)3R

]
ret
. (7.54)

得到电场的这个表达式以后，进一步就可以由 (7.48) 式得到磁场的表达式。
带电粒子电场表达式 (7.54) 的两项中，随距离按照 1

R2 下降的第一项可以理解为是对

静电荷库伦场的推广，而按 1
R 下降的第二项则代表带电粒子加速运动所产生的辐射场，它

正比于粒子的加速度 a = v̇，不妨记这一项为 Ea，

Ea =
q

4πε0

[n×{(n− v
c )×a}

c2(1− v
c ·n)3R

]
ret
, (7.55)

很显然有

nret ·Ea = 0. (7.56)

7.2.4 运动电荷的辐射功率

为了考察运动电荷的辐射功率，我们需要考虑坡印廷矢量 S，

S(t) =
1
µ0

E×B =
1
µ0

E× (nret ×E)/c

=
1

µ0c
E2nret −

1
µ0c

(E ·nret)E. (7.57)
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为了考察辐射场的能流密度，我们在上式中取 E = Ea，从而即有

S(t) = ε0cE2
anret = ε0c

( q
4πε0

)2
∣∣∣n×{(n− v

c )×a}
c2(1− v

c ·n)3R

∣∣∣2
ret

nret. (7.58)

单位时间流过半径为 R 的球面立体角 dΩ 的能量为

dP(t) =
dW
dt

= R2dΩS(t) ·nret. (7.59)

但这是远处观察者单位时间内测到的能量，它并不等于粒子附近观察者单位时间内测到的

辐射能量。粒子附近观察者测到的辐射率为

dP(tret) =
dW
dtret

=
dW
dt

dt
dtret

=
q2

16π2ε0c3

|n×{(n− v
c )×a}|2

(1− v
c ·n)5

∣∣∣
ret

dΩ. (7.60)

特别的，我们可以考虑上述辐射率公式 (7.60) 的非相对论极限 (即 v ≪ c 的极限), 这
时候 (7.60) 近似为

dP(tret) =
q2

16π2ε0c3 |n×{n×a}|2retdΩ =
q2

16π2ε0c3 |n×a|2retdΩ. (7.61)

取带电粒子的位置为坐标原点，取粒子的瞬时加速度沿着 z 轴，则

dP(tret) =
q2

16π2ε0c3 a2
ret sin2 θdΩ. (7.62)

显然，在垂直于粒子加速度的方向上辐射最强。进一步，将这个辐射率对立体角积分，就

能得到带电粒子的辐射总功率，为

P(tret) =
q2

6πε0c3 a2
ret =

2
3

e2
s

c3 a2
ret. (7.63)

这称之为拉莫公式，式中 e2
s =

q2

4πε0
。

另外，注意到 (7.62) 式关于粒子加速度 aret 的轴对称性，可以知道，在非相对论极限

下，dt 时间之内辐射的总动量为零，即

dPrad = 0. (7.64)

我们可以将以上非相对论极限下的辐射功率推广到相对论情形。这就是要将 (7.60)式
对所有的立体角积分，这个积分算起来很麻烦，结果是

P(tret) =
q2

6πε0c3 γ6[a2 −
(v×a

c

)2]
ret. (7.65)

式中 γ = 1√
1− v2

c2

. 好在我们有另一种办法推导这个结果，下面讲述推导过程。

首先，我们要证明，辐射总功率 P(t) 是相对论不变量，它不依赖于参考系。为此我

们选择一个特殊的 S′ 系, 使得带电粒子在这个参考系中的瞬时速度 v′ = 0, 从而 0 = v′ =
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dx′
dt ′ ⇒ dx′ = 0。很显然在 S′ 系中，粒子的辐射总功率完全由上面的非相对论极限的拉莫公

式 (7.63) 描述。注意到辐射能量 dW 和辐射动量 dP 构成了一个四维矢量，并注意到在 S′

系中 dP′
rad = 0, 即有

P(t) =
dWrad

dt
=

γ(dW ′
rad +v ·dP′

rad)

γ(dt ′+v ·dx′/c2)
=

dW ′
rad

dt ′
= P′(t ′). (7.66)

进一步，有

dPrad
dt

=
γ(dP′

rad +vdW ′
rad/c2)

γ(dt ′+v ·dx′/c2)
=

v
c2

dW ′
rad

dt ′
=

v
c2

dWrad
dt

. (7.67)

由此容易进一步证明，辐射总功率 P(t) 在任何参考系中都是一样的。

所以，为了得到 P(t) 的一般公式，我们只需要将非相对论极限的拉莫公式 (7.63) 推
广成一个协变的形式。一个很明显的推广就是将加速度 a 推广成四维协变的加速度 aµ , 从
而得到

P(tret) =
q2

6πε0c3

(
aµaµ)

ret, (7.68)

式中

aµ =
1
m

d pµ

dτ
, (7.69)

m 为带电粒子质量，pµ 为其四维动量，τ 是它的固有时。
注意到

d pµ

dτ
d pµ

dτ
=

dp
dτ

· dp
dτ

− 1
c2

(dE
dτ
)2

= (mγ)2[d(γv)
dt

· d(γv)
dt

− c2(dγ
dt

)2]
. (7.70)

利用

dγ
dt

= γ3 1
c2 v ·a, d(γv)

dt
= γa+ γ3 1

c2 (v ·a)v. (7.71)

联合从 (7.68) 式开始的这四个式子，即得 (7.65) 式。

7.3 低速带电粒子体系的有效作用量

带电粒子体系可以通过电磁势 (ϕ ,A) 而产生耦合。如果我们只关心带电粒子的运动，

而不关心系统中的电磁场，则可以通过本章前几节的方法求解出电磁势，将它们用各粒子

坐标变量表达出来，就可以得到一个以各粒子位置坐标为基本变量的有效拉格朗日量，形

如下式

L = ∑
a

[
−ma

√
1−v2

a −qaϕ +qaA ·va

]
, (7.72)

式中 ϕ ,A 是需要代入具体表达式的电磁势解, ma,qa 分别是第 a 个粒子的质量和电荷，va

是第 a 个粒子的速度。一般来说，ϕ ,A 的表达式是非常复杂的，所以这个有效拉格朗日量
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其实很复杂。不过，当各粒子的运动速度远小于光速时，即 va ≪ 1 时，我们可以将上述有

效拉格朗日量按照粒子速度 va 进行泰勒展开，而正如我们将要论证的，这一展开的低阶

项 (到 v2 阶) 有比较简单的表达式。
不过，值得说明的是，(7.72) 式实际是在 c = 1 的单位制中写的，因此按照无量纲的

v 进行泰勒展开在恢复常数 c 以后其实就是按照 v/c 进行展开，或者简化一点说就是按照

1/c 进行展开，展开到 v2 阶其实就是展开到 v2/c2 阶, 或者简单地说展开到 1/c2 阶。另一

方面，(7.72) 式右边的第一项比较特殊，由于拉格朗日量要和能量量纲相同，因此恢复 c

以后这一项其实应该是 −mac2
√

1−v2
a/c2, 它展开到 v2/c2 阶就应该是

−mac2 +
1
2

mav2
a +

1
8

ma
v4

a

c2 . (7.73)

其中领头的 −mac2 虽然值很“大”, 但它是一个常数，可以从拉格朗日量中舍弃。总之，
这个地方要保留 v4 项。

下面我们来具体讨论有效拉格朗日量按照 v/c 的泰勒展开。首先，展开到 (v/c)0 阶，

这时候带电粒子运动对电磁势的影响可以完全忽略，带电粒子之间的电磁相互作用完全由

库仑势描述，因此这时候的有效拉格朗日量为

L(0) = ∑
a

1
2

mav2
a − ∑

a>b

1
4πε0

qaqb

Rab
, (7.74)

式中 Rab 为第 a 个粒子与第 b 个粒子之间的距离，即 Rab = |xa −xb|。
但是，如果想进一步展开到 v2/c2 阶，那电荷运动所产生的势的推迟效应就不可忽

略！这时候我们就需要回到推迟势的公式 (7.22) 来讨论如何近似。我们恢复常数 c 以后将

(7.22) 式重写如下，

ϕ(x, t) =
1

4πε0

∫
d3x′

ρ(x′, t −R/c)
R

.

A(x, t) =
µ0

4π

∫
d3x′

J(x′, t −R/c)
R

=
1

4πε0

1
c2

∫
d3x′

J(x′, t −R/c)
R

. (7.75)

如果所有电荷的速度都远小于光速，则电荷的分布在时间 R/c 内不会有显著的变化，因

此我们可以将 ρ(x′, t −R/c),J(x′, t −R/c) 按照 R/c 进行泰勒展开。由于我们是要得到有效

拉格朗日量的 1/c2 阶，所以对于矢量势只需保留 R/c 泰勒展开的零阶项，而对于标量势，

我们要保留到 (R/c)2 项，从而有

ϕ(x, t) =
1

4πε0

∫
d3x′

ρ(x′, t)
R

− 1
4πε0

1
c

∂
∂ t

∫
d3x′ρ(x′, t)

+
1

4πε0

1
2c2

∂ 2

∂ t2

∫
d3x′Rρ(x′, t).

A(x, t) =
1

4πε0

1
c2

∫
d3x′

J(x′, t)
R

. (7.76)

注意到
∫

d3x′ρ(x′, t) 是整个体系的总电荷，它是一个与时间无关的常量，从而

ϕ(x, t) =
1

4πε0

∫
d3x′

ρ(x′, t)
R

+
1

4πε0

1
2c2

∂ 2

∂ t2

∫
d3x′Rρ(x′, t). (7.77)
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假设只有一个点电荷 q，则由 (7.76) 式和 (7.77) 式，有

ϕ(x, t) =
1

4πε0

q
R
+

1
4πε0

q
2c2

∂ 2R
∂ t2 , A(x, t) =

1
4πε0

1
c2

qv
R
. (7.78)

式中 R 为这个运动的点电荷到 x 点的距离，v 为这个点电荷的瞬时速度。ϕ ,A 本身不是物
理的，我们可以对它进行任意规范变换而不改变物理内容，

ϕ ′ = ϕ − ∂ε
∂ t

, A′ = A+∇ε. (7.79)

特别的，我们可以选取规范参数 ε 如下，

ε(x, t) =
1

4πε0

q
2c2

∂R
∂ t

. (7.80)

则规范变换以后，有

ϕ ′ =
1

4πε0

q
R
, A′ =

1
4πε0

1
c2

qv
R

+
1

4πε0

q
2c2 ∇

∂R
∂ t

. (7.81)

利用 ∇ ∂R
∂ t = ∂

∂ t ∇R, 以及 ∇R = n, n 为从运动电荷指向场点 x 的单位矢量，即有

A′ =
1

4πε0

1
c2

qv
R

+
1

4πε0

q
2c2

∂n
∂ t

. (7.82)

前面 (7.43) 式我们曾经得到过

∂n
∂ t

=
1
R
[−v+n(v ·n)]. (7.83)

代入 A′ 的表达式，最后就得到

ϕ ′ =
1

4πε0

q
R
, A′ =

1
4πε0

q
2c2

[v+n(v ·n)]
R

. (7.84)

简单的推广就可以告诉我们，对于多个带电粒子的系统，其余粒子在第 a 粒子处产生

的势场为

ϕ ′ =
1

4πε0
∑

b,b ̸=a

qb

Rab
, A′ =

1
4πε0

∑
b,b ̸=a

qb

2c2
[vb +nab(vb ·nab)]

Rab
. (7.85)

式中 nab 为从 qb 指向 qa 的单位矢量。

用上面式子给出的 ϕ ′,A′ 替换 ϕ ,A(因为它们规范等价) 并代入有效拉格朗日量的
(7.72) 式，即可得

L = ∑
a

[1
2

mav2
a +

1
8

ma
v4

a

c2

]
− 1

4πε0
∑
a>b

qaqb

Rab

+
1

4πε0
∑
a>b

qaqb

2c2
[va ·vb +(va ·nab)(vb ·nab)]

Rab
. (7.86)

这就是我们最终求得的精确到 v2/c2 阶的有效拉格朗日量。

由上面的有效拉格朗日量，还可以求出有效哈密顿量。为此我们注意到 (7.86) 式中
的第二项和第四项是对零阶拉格朗日量 L(0) 的微扰修正。因此我们完全可以近似地用
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pa =
∂L(0)

∂va
= mava 来定义正则动量，然后根据勒让德变换 H = ∑a pa ·va −L 来得到有效哈

密顿量 H, 结果为

H = ∑
a

p2
a

2ma
+

1
4πε0

∑
a>b

qaqb

Rab
−∑

a

[ p4
a

8c2m3
a

]
− 1

4πε0
∑
a>b

qaqb

2c2mamb

[pa ·pb +(pa ·nab)(pb ·nab)]

Rab
. (7.87)



8. 介质中的电磁场以及偶极辐射

本章将用统一的方法处理介质中的电磁场方程以及偶极辐射问题。本章将采用完整的

国际单位制。本章中指标 i, j,k = 1,2,3, 而指标 µ,ν ,ρ = 0,1,2,3。

8.1 偶极耦合

让我们从电荷体系与电磁场的偶极耦合开始。假设一个电荷为 q 质量为 m 的粒子围

绕着空间坐标原点处的一个电荷为 −q 的核运动。假设记核的时空坐标为 xµ
2 , 记围绕其运

动的粒子的时空坐标为 xµ
1 , 则根据第 6 章的知识可知，整个系统作用量的电磁相互作用项

SI 为

SI =−q
∫

Aµdxµ
2 +q

∫
Aµdxµ

1

=
∫

dt
[
qϕ(x2)−qA(x2) · ẋ2

]
+
∫

dt
[
−qϕ(x1)+qA(x1) · ẋ1

]
. (8.1)

假设核很重，只能在空间坐标原点附近作微小运动，同时由于核的束缚，粒子 1 也只能在
空间坐标原点附近运动。因此我们可以将电磁势在空间坐标原点处泰勒展开，进而将上式

近似成

SI ≈
∫

dt
[
qA(t,0) · (ẋ1 − ẋ2)

]
+
∫

dt
[
−q∇ϕ(t,0) · (x1 −x2)

]
+
∫

dt
[
q∂iA j(t,0)(xi

1ẋ j
1 − xi

2ẋ j
2)
]
. (8.2)
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将第一行右边的第一项分部积分，并丢弃边界项，即可得
∫

dt
[
−q∂tA(t,0) · (x1 −x2)

]
, 注

意到 E =−∂tA−∇ϕ，从而易知上面 (8.2) 式的第一行正好是，∫
E(t,0) ·p. (8.3)

式中 p = q(x1 −x2) 为系统的电偶极矩。

为了处理 (8.2) 式的第二行，我们将注意力集中在下面这样的项∫
dt∂iA j(t,0)xiẋ j. (8.4)

这一项处理起来比较微妙，不过，注意到最初的相互作用项
∫

Aµdxµ 是规范不变的 1，因

此我们可以对上式进行如下规范变换

A j → A j −∂ jε, (8.5)

并选择规范变换参数为

ε =
1
2

A(t,x) ·x =
1
2

Ai(t,x)xi, (8.6)

从而 ∂iε = 1
2 Ai(t,x)+ 1

2(∂iA j)x j, ∂ j∂iε(t,0) = 1
2 [∂ jAi(t,0)+ ∂iA j(t,0)]。则在规范变换之后即

有 ∫
dt∂iA j(t,0)xiẋ j →

∫
dt
[
∂iA j(t,0)−∂ j∂iε(t,0)

]
xiẋ j

=
1
2

∫
dt
[
∂iA j(t,0)−∂ jAi(t,0)

]
xiẋ j

=
1
2

∫
dtFi j(t,0)xiẋ j =

∫
dtBk(t,0)

1
2

εi jkxiẋ j. (8.7)

从而易知，(8.2) 式的第二行在上述规范变换之后将可以替换成∫
dt
[
Bk(t,0)q

1
2

εi jk(xi
1ẋ j

1 − xi
2ẋ j

2)
]
. (8.8)

通常称

(m)k = q
1
2

εi jk(xi
1ẋ j

1 − xi
2ẋ j

2)⇒ m =
1
2
(qx1 × ẋ1 −qx2 × ẋ2). (8.9)

为系统的磁偶极矩，简称磁矩。则由上可知，(8.2) 式的第二行可以替换成∫
dtB(t,0) ·m. (8.10)

综上可知，当电荷的运动限制在空间坐标原点附近时，我们有

SI ≈
∫

dt
[
p ·E(t,0)+m ·B(t,0)

]
. (8.11)

1在规范变换下会多出一个全微分，因此只相差一个边界项，而我们要求边界处的变分为零，从而这样的项

实际上是规范不变的。详细讨论参见《经典力学新讲》第三章的相关内容。
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很明显，这个式子也可以推广到空间坐标原点附近任意一个整体呈电中性的偶极子情形

(比如一个原子或分子)。假设这个偶极子由多个带电粒子组成，以 xn 来表示组成这个偶极

子的第 n 个粒子的坐标，qn 为这个粒子的电荷，mn 为它的质量，则这时候，偶极子的电

偶极矩和磁偶极矩的定义将分别为

p = ∑
n

qnxn, m =
1
2 ∑

n
qnxn × ẋn, (8.12)

式中 ∑n qn = 0。另外，根据粒子相对于空间原点轨道角动量的定义 Ln = mnxn × ẋn，易知

m = ∑
n

qn

2mn
Ln. (8.13)

假设电磁场中有一个偶极子位于空间坐标原点，则根据上面的分析，偶极子拉格朗日

量中与电磁场的相互作用项为

LI = p ·E(t,0)+m ·B(t,0). (8.14)

对带电粒子的完整拉格朗日量进行勒让德变换，就可以得到偶极子的哈密顿量，其中与外

电磁场的相互作用项 HI 为

HI =−p ·E(t,0)−m ·B(t,0). (8.15)

很显然，这正是我们在电磁学和电动力学课程中熟悉的形式。只不过，相比于电动力学中

的推导，这里的推导具有更大的一般性，比方说，我们这里允许电磁场随时间变化，而不

限于静电场和静磁场。

很显然，上述拉格朗日量的相互作用项 LI 也可以写成如下形式

LI =
∫

d3x
[
P ·E+M ·B

]
, (8.16)

式中 P(x) 称为极化强度, M(x) 称为磁化强度，在上述情况下它们分别为

P(x) = pδ 3(x), M(x) = mδ 3(x). (8.17)

并且类似的，我们也可以得到哈密顿量的相互作用项 HI 为

HI =
∫

d3x
[
−P ·E−M ·B

]
. (8.18)

如果偶极子不是位于空间坐标原点，而是位于 x0 点，则显然

P(x) = pδ 3(x−x0), M(x) = mδ 3(x−x0). (8.19)

现在

p = ∑
n

qnrn, m =
1
2 ∑

n
qnrn × ṙn, (8.20)

式中 rn = xn −x0 为组成偶极子的第 n 个粒子相对于偶极子中心的坐标，对于上面那个位

于空间原点的偶极子而言，即有 rn = xn。
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如果有多个位于不同位置的偶极子，那就有

P(x) = ∑
a

paδ 3(x−xa), M(x) = ∑
a

maδ 3(x−xa). (8.21)

其中，pa,ma 分别为 a 偶极子的电偶极矩和磁偶极矩，xa 为 a 偶极子的位置。

另一方面，注意到本章最开始处作为推导出发点的作用量相互作用项 SI 是明显协变

的。因此，作偶极子近似以后的耦合项 SI 必然依旧是协变的。这意味着下式必定可以写

成明显协变的形式，

SI =
∫

d4x
[
P ·E+M ·B

]
. (8.22)

为了看出这一点，我们引入四维极化-磁化张量 Mµν , 它是一个二阶反对称张量，并且满足

M0i(x) =−cPi(x), Mi j = εi jkMk. (8.23)

利用极化磁化张量 Mµν，并注意到 F0i = Ei/c, F i j = ε i jkBk，不难验证偶极子与电磁场耦合

的作用量 SI 可以写成如下明显协变的形式

SI =
∫

d4x
[
P ·E+M ·B

]
=

1
2

∫
d4x
[
MµνFµν]. (8.24)

8.2 介质中的电磁场

8.2.1 介质中的电磁场方程

现在考虑一块介质，它由许多分子组成，每一个分子整体都呈电中性，但是在电磁场

的作用下，它们可能会被极化和磁化，也就是表现出非零的电偶极矩和非零的磁偶极矩，

进而与电磁场产生偶极耦合。从上一节可以知道，相应作用量的耦合项为，

SI =
1
2

∫
d4x
[
MµνFµν]. (8.25)

将这个耦合项对电磁势 Aµ 进行变分，在进行必要的分部积分并丢弃边界项后，即可得

δSI =−
∫

d4x(∂µMµν)δAν . (8.26)

与电流四矢量和电磁势的标准耦合形式 δSI =
∫

d4xJνδAν 比较，可知极化磁化张量会诱导

出一个电流四矢量 Jν
I ,

Jν
I =−∂µMµν . (8.27)

分别取 ν = 0, i 即可得诱导电荷密度 ρI 以及诱导电流密度 JI，分别为

ρI =−∇ ·P, JI = ∂tP+∇×M. (8.28)

在电动力学书中常常称 ρI 为极化电荷密度，称 JI 为极化磁化电流密度。

假设除了分子中的束缚电荷之外，系统中还存在一些可以自由运动的电荷，它们形

成自由电流四矢量 Jµ
f 。Jµ

f 同样要耦合到电磁场上，相应的耦合关系可以写成 δS f =∫
d4xJµ

f δAµ。
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记电磁场自身的作用量为 Sem = −
∫

d4x 1
4µ0

FµνFµν , 则除了分子自身的动能和势能之
外，整个系统的作用量可以写成

S = Sem +SI +S f . (8.29)

将这个作用量对电磁势 Aµ 变分，就能得到麦克斯韦方程

−∂µFµν = µ0(Jν
f + Jν

I )

⇒−∂µ
(
Fµν −µ0Mµν)= µ0Jν

f . (8.30)

上式第二行我们代入了诱导电流的定义式 (8.27)。
人们常常引入一个 Hµν 场，其定义为

Hµν =
1
µ0

Fµν −Mµν . (8.31)

进而将 (8.30) 式写成

−∂µHµν = Jν
f . (8.32)

这个式子与 Fµν 满足的如下恒等式一起，就构成了介质中的麦克斯韦方程组

∂µFνρ +∂νFρµ +∂ρFµν = 0. (8.33)

通常还会引入电位移矢量 D 以及 H-场矢量 H, 其定义为,

H0i = cDi, H i j = ε i jkHk. (8.34)

代入 Hµν 场的定义式 (8.31), 并注意到 1/(µ0c) = ε0c, 即可知

D = ε0E+P, H =
1
µ0

B−M. (8.35)

进而方程 (8.32) 又可以写成

∇ ·D = ρ f , ∇×H = ∂tD+J f . (8.36)

这组方程，再加上如下由 (8.33) 式给出的两个方程，就构成了通常用矢量形式写出来的介
质中的麦克斯韦方程组，

∇ ·B = 0, ∇×E =−∂tB. (8.37)

但是由于引入了额外的 D 场和 H 场，介质中的麦克斯韦方程组本身是不完备的。为
了求解它们，通常还要附加如下两组关系

D = D(E,B), H = H(E,B). (8.38)

这两个方程实际上是描述介质的极化和磁化性质的方程，通常称作本构关系 (consitutive
relations)。这样的本构关系可以通过实验来测定，也可以通过量子力学和统计力学中关于
极化 (磁化) 强度对电磁场的响应的计算来得出。
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如果电磁场不太强且变化不太迅速，则介质对电磁场的响应一般是线性的，在均匀各

向同性介质内，这种线性关系可以写成 (限于介质整体静止的参考系)，

P = χε0E, D = εE

M = κH, B = µH. (8.39)

χ 和 κ 分别称作介质的极化率和磁化率，ε 和 µ 则分别称作介质的介电常数和磁导率。根
据上面的 (8.35) 式可知

ε = ε0εr, εr = 1+χ,

µ = µ0µr, µr = 1+κ. (8.40)

这里 εr 和 µr 分别称作介质的相对介电常数和相对磁导率。εr 通常大于等于 1，但是 µr

既可以大于 1 也可以小于 1，µr > 1 的介质称作顺磁质，µr < 1 的介质称作抗磁质。经典

物理有可能解释介质是如何极化的，进而可以计算出极化率。但是，可以证明，经典物理

无法正确地解释介质的磁化机制，为了正确地解释介质具体如何磁化并计算出磁化率，人

们必须求助量子物理。关于极化和磁化机制的讨论和计算，初步的探讨参见《费曼物理学

讲义第二卷》第 32 章至第 37 章的相关内容。
以上具有线性本构关系的介质就称作线性介质，但是，在铁电介质、铁磁介质，或者

强场的情形下，线性的本构关系不再成立。

对于导电介质，则还要加上一个方程，即欧姆定律，在最简单的情形中，它取如下形

式

J f = σE. (8.41)

式中 σ 称作导体的电导率。

8.2.2 线性介质中电磁场的能量与动量

这一小节我们来讨论线性介质中电磁场能量和动量的守恒关系。根据第四章的知识，

电磁场本身的能量-动量张量 T µν
em 为

T µν
em =

1
µ0

[
Fµ

ρFνρ − 1
4

ηµνFρσ Fρσ ]. (8.42)

根据第 6 章的知识，我们又有

∂µT µν
em =−Fν

ρJρ , (8.43)

式中 Jρ 是总的电流四矢量，包括自由电流和极化磁化的诱导电流。现在，不妨先假设不

存在自由电流，只有诱导电流，从而上式就可以写成

∂µT µν
em =−Fν

ρJρ
I . (8.44)
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将前面的 (8.27) 式代入 (8.44) 式，可得

∂µT µν
em = Fν

ρ∂µMµρ = ∂µ
(
Fν

ρMµρ)− (∂ µFνρ)Mµρ

= ∂µ
(
Fν

ρMµρ)− 1
2
(
∂ µFνρ −∂ ρFνµ)Mµρ

= ∂µ
(
Fν

ρMµρ)+ 1
2
(
∂ µFρν +∂ ρFνµ)Mµρ (8.45)

代入麦克斯韦方程组中的恒等式方程 (8.33)，可得

∂µ
[
T µν

em −MµρFν
ρ
]
=−1

2
(∂ νFµρ)Mµρ

=− 1
4

∂ ν(FµρMµρ
)
+

1
4

Fµρ(∂ νMµρ)−
1
4
(∂ νFµρ)Mµρ

将上面的结果移一下项，即得

∂µ
[
T µν

em −MµρFν
ρ
]
+

1
4

∂ ν(FµρMµρ
)
=

1
4

[
Fµρ(∂ νMµρ)− (∂ νFµρ)Mµρ

]
. (8.46)

在上面的结果中取 ν = 0，可得

∂0
(
T 00

em −M0iF0
i −

1
4

FµρMµρ
)
+∂i

(
T i0

em −Mi jF0
j
)

=− 1
2

[
E · (∂0P)− (∂0E) ·P+B · (∂0M)− (∂0B) ·M

]
. (8.47)

对于线性介质，P 与 E 成正比，M 与 B 成正比，从而等式的右边等于零，从而即有守恒
方程

∂0
(
T 00

em −M0iF0
i −

1
4

FµρMµρ
)
+∂i

(
T i0

em −Mi jF0
j
)
= 0. (8.48)

根据第四章的相关讨论，可知

T 00
em =

1
2

ε0E2 +
1
2

1
µ0

B2, T i0 =
1

µ0c
(E×B)i. (8.49)

进而不难算得

T 00
em −M0iF0

i −
1
4

FµρMµρ =
1
2
[
E ·D+B ·H

]
(8.50)

以及

T i0
em −Mi jF0

j =
1
c
(E×H)i. (8.51)

从而守恒方程 (8.48) 可以写作

∂t
[1

2
E ·D+

1
2

B ·H
]
+∇ · [E×H] = 0. (8.52)

上面这一结果清楚地告诉我们，在线性介质中，我们可以定义有效的电磁场能量密度

H 为

H =
1
2
[
E ·D+B ·H

]
, (8.53)
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同时可以定义有效的能流密度 S 为

S = E×H. (8.54)

它们满足局域的能量守恒方程

∂tH +∇ ·S = 0. (8.55)

类似的，通过在方程 (8.46) 中取 ν = i，我们可以讨论线性介质中的局域动量守恒方

程。具体的讨论还是留给读者自行练习吧。

8.3 偶极子的场

这一节求解单个偶极子所产生的电磁场，进而讨论偶极辐射。

8.3.1 静态偶极子的场

假设给定一个静态偶极子，其电偶极矩 p 和磁偶极矩 m 均为不随时间变化的定值，
我们想求解这个静态偶极子所产生的静态电磁场。对于这样的静态问题，其拉格朗日量将

仅仅依赖于场位形，而不依赖于场位形对时间的导数，因此这时候最小作用量原理就等价

于拉格朗日量对场位形的变分取极值这一原理。

假设这个偶极子位于空间坐标原点，则根据 (8.16) 式可知，系统的拉格朗日量可以写
成

L =
∫

d3x
[1

2
ε0E2 − 1

2
1
µ0

B2 +δ 3(x)p ·E+δ 3(x)m ·B
]
. (8.56)

由于考察的是静态场位形，所以 E 和 B 可以分别写成

E =−∇ϕ , B = ∇×A. (8.57)

代入拉格朗日量 (8.56)，即有

L =
∫

d3x
[1

2
ε0(∇ϕ)2 − 1

2
1
µ0

(∇×A)2 −δ 3(x)p ·∇ϕ +δ 3(x)m · (∇×A)
]
.

根据拉格朗日量取极值，将上式对 ϕ 以及 A 变分，即可得方程

ε0∇2ϕ = p ·∇δ 3(x) (8.58)

− 1
µ0

∇× (∇×A) = m×∇δ 3(x). (8.59)

取如下库伦规范

∇ ·A = 0, (8.60)

从而即可把方程 (8.59) 改写成

1
µ0

∇2A = m×∇δ 3(x). (8.61)
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下面要做的就是求解方程 (8.58) 和方程 (8.61)。这两个方程看起来有点复杂，但只要
注意到

−∇2( 1
4π|x|

)
= δ 3(x), (8.62)

则我们就能直接写出 (8.58) 和 (8.61) 的解，

ϕ =− 1
ε0

p ·∇
( 1

4π|x|
)
=

1
4πε0

p ·x
|x|3

A =−µ0m×∇
( 1

4π|x|
)
=

µ0

4π
m×x
|x|3

. (8.63)

将这个结果代入 (8.57) 式，即可得

E =
1

4πε0

3(p ·n)n−p
|x|3

B =
µ0

4π
3(m ·n)n−m

|x|3
. (8.64)

式中单位矢量 n = x
|x|。这个结果当然是电动力学中熟知的结果。

8.3.2 偶极辐射

还是考察位于空间坐标原点的这个偶极子，不过现在，我们假设其电偶极矩和磁偶极

矩都随时间变化，分别记为 p(t),m(t)。那这时候它就会产生电磁波辐射，相应的就要求解

麦克斯韦方程 −∂µFµν = µ0Jν
I (Jµ

I 为偶极子的诱导电流四矢量)。根据上一章的知识，这
个方程可以在洛伦兹规范中用推迟势来求解。因此我们可以根据学过的推迟势公式算出洛

伦兹规范下的电磁势 Aµ , 进而算出偶极子辐射出来的电磁场强。为了方便参考，我们将推
迟势公式重写如下

ϕ(x, t) =
1

4πε0

∫
d3x′

ρ(x′, t −|x−x′|/c)
|x−x′|

.

A(x, t) =
µ0

4π

∫
d3x′

J(x′, t −|x−x′|/c)
|x−x′|

. (8.65)

当然，现在代入上面 (8.65) 式的电流四矢量应该是偶极子的诱导电流四矢量，将
P = p(t)δ 3(x), M = m(t)δ 3(x) 代入 (8.28) 式，可以算得

ρI(x, t) =−p(t) ·∇δ 3(x),

JI(x, t) = ṗ(t)δ 3(x)−m(t)×∇δ 3(x). (8.66)

将这个结果代入上面的推迟势公式，就可以算得电磁势 Aµ。比方说我们将 ρI(x, t) 的结果
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代入推迟势公式，即有 (下式中 ∇′ 表示对 x′ 求梯度)

ϕ(x, t) =
1

4πε0

∫
d3x′

−p(t −|x−x′|/c) ·∇′δ 3(x′)
|x−x′|

=
1

4πε0

∫
d3x′δ 3(x′)∇′ ·

[p(t −|x−x′|/c)
|x−x′|

]
=− 1

4πε0

∫
d3x′δ 3(x′)∇ ·

[p(t −|x−x′|/c)
|x−x′|

]
=− 1

4πε0
∇ ·
[p(t −|x|/c)

|x|

]
. (8.67)

类似的，可以求得

A(x, t) =
µ0

4π|x|
ṗ(t −|x|/c)+

µ0

4π
∇×

[m(t −|x|/c)
|x|

]
. (8.68)

记 p(t −|x|/c) = [p], m(t −|x|/c) = [m], 并注意到

∂i[p j] =−[ṗ j]∂i
( |x|

c

)
=−1

c
ni[ṗ j]. (8.69)

式中 ni = (n)i =
xi
|x|，以及完全类似的，

∂i[m j] =−1
c

ni[ṁ j]. (8.70)

则根据 E =−∇ϕ −∂tA, B = ∇×A 我们就能算出偶极子的电磁场强。比如说，假设我们仅
关心 |x| 足够大足够远处的场，则保留到 1/|x| 阶为止 (1/|x|2 阶及更高的 1/|x|3 阶均忽略)
算出来的电场强度如下

Ei =
µ0

4π
nin j[p̈ j]− [p̈i]

|x|
+

µ0

4πc
εi jk

n j[m̈k]

|x|

⇒ E =
µ0

4π
n
(
n · [p̈]

)
− [p̈]

|x|
+

µ0

4πc
n× [m̈]

|x|
. (8.71)

类似的，我们也能算出磁场，为

B =− µ0

4πc
n× [p̈]
|x|

+
µ0

4πc2

n
(
n · [m̈]

)
− [m̈]

|x|
. (8.72)

这个结果与电动力学教材上给出的结果完全一致，比如与 Andrew Zangwill 的 Modern
Electrodynamics 第 20 章 20.7 节给出的结果一致。相比于电动力学书上的推导，这里的
推导方法好处在于，原则上可以算出偶极子的精确的电磁场。至于偶极辐射功率等等结果

的计算也请读者参考 Zangwill 这本书，我们这里不再赘述。
这一小节以及上一小节给出来的偶极子场均体现一种电磁对偶性，具体来说即是，在

ε0 = µ0 = c = 1 的自然单位制中，这两小节的最终结果均在如下变换下保持不变

E → B, p → m, B →−E, m →−p. (8.73)

我们将在下一章中进一步讨论麦克斯韦方程组的这种电磁对偶性质。
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本章将处理狄拉克磁单极子以及 θ 项的相关课题，本章的有些论证将超出经典场论
的范畴，即是说，我们将使用一些可以归之为量子力学范畴的论证。本章将和本书的多数

章节一样采用电磁学的自然单位制，即取 ε0 = µ0 = c = 1。

9.1 电磁对偶与磁单极子

麦克斯韦方程组有一种深层次的对称性，称之为电磁对偶。这种对偶在无源的麦克斯

韦方程中体现得最为清楚，这时候麦克斯韦方程可以写为

∇ ·E = 0, ∇×B =
∂E
∂ t

∇ ·B = 0, ∇×E =−∂B
∂ t

. (9.1)

显然这个方程组在如下变换下保持不变

E → B, B →−E, (9.2)

因为这个变换交换了电场和磁场，所以称作电磁对偶。

如果利用电磁场的外微分形式 (differential form) 表述，电磁对偶实际上就是电磁场
的场强 2 形式 F 的霍奇对偶变换。为来看清楚这一点，我们首先注意到如下外微分形式

表达的无源麦克斯韦方程在霍奇对偶下是保持不变的，

d(∗F) = 0, dF = 0, (9.3)
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在霍奇对偶下，这两个方程正好相交换，使得整体的方程组保持不变。其次，为了进一步

看清楚霍奇对偶与电磁对偶的关系，我们定义对偶场强张量 F̃µν

F̃µν = (∗F)µν =
1
2

εµνρσ Fρσ . (9.4)

而 (9.3) 式的第二个方程又可以写成

∂µ F̃µν = 0. (9.5)

利用 εµνρσ 的反对称性以及 ε0123 = 1，不难得出

Ẽ =−B, B̃ = E, (9.6)

式中 Ẽi = F̃0i, B̃k =
1
2 εi jkF̃ i j。由此可见，霍奇对偶操作正好交换了电场和磁场，因此正是

电磁对偶变换。

以上讨论的是无源麦克斯韦方程组的电磁对偶对称性，它是无源麦克斯韦方程组的一

个很美妙的性质。为了将这种美妙性质拓展到有源情形，与电荷和电流密度对应的，就需

要引入磁荷和磁流密度。为了以示区分，不妨记电荷密度为 ρe，电流密度为 Je，记磁荷密

度为 ρm，磁流密度为 Jm。进而将有源的麦克斯韦方程修改为

∇ ·E = ρe, ∇×B =
∂E
∂ t

+Je

∇ ·B = ρm, −∇×E =
∂B
∂ t

+Jm. (9.7)

显然，这组方程在如下电磁对偶变换下保持不变

E → B, ρe → ρm, Je → Jm

B →−E, ρm →−ρe, Jm →−Je. (9.8)

而一个带电荷 e 磁荷 g 的粒子 (称作双荷子) 在电磁场中受到的洛伦兹力公式就应该推广
成

F = e
(
E+v×B

)
+g
(
B−v×E

)
. (9.9)

由此可见，为了将电磁对偶不变性拓展到有源的麦克斯韦方程组，我们就需要引入磁

荷。在场论的层次上，引入磁荷的一种办法是引入带磁荷的物质场，并让它和电磁场耦合。

但这里的问题是，在作用量的层次上，带磁荷的场与带电荷的场不容易兼容。具体来说即

是，对于单独的带磁荷的场，我们可以用基本场变量写出它与电磁场的耦合，对于单独的

带电荷的场，我们也可以用基本场变量写出它与电磁场的耦合，但是这两种写法中的基本

场变量根本不同，一种写法中的基本场变量在另一种写法中根本不基本，从而使得我们无

法用同一套基本场变量同时写出磁的耦合与电的耦合。这个困难到今天为止依然没有被克

服。

当然，我们也可以不引入带电荷或磁荷的场，而仅仅引入粒子，带电荷的粒子比如电

子，而带磁荷的粒子就是所谓的磁单极子。这时候上述困难要稍微弱一点，虽然要想在作
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用量的层次上同时写出电子和磁单极子各自与电磁场的耦合项依然不容易。但是狄拉克证

明了，同时兼容电子和磁单极子的量子力学理论是可以定义的，前提是电子的电荷 e 和磁

单极子的磁荷 g 之间满足如下量子化条件，

eg = 2πnh̄, n ∈ Z. (9.10)

我们将在下一小节详细讨论狄拉克的这一理论。

从历史的发展来看，狄拉克的磁单极子是手动引入的，理论上其存在并没有必然性，但

是，1974年 t’Hooft1 和 Polyakov2各自独立地发现，在一类具有 SU(2)非阿贝尔规范对称

性的规范场论中，磁单极子将作为场方程的一种孤立子解而必然存在。1977年3，Goddard,
Nuyts 和 Olive 又进一步将 t’Hooft 和 Polyakov 的发现推广到一般的规范群，并且他们还
研究了在这些非阿贝尔规范场论中，电磁对偶将是什么样子的。

关于磁单极子，尽管理论上有这么多漂亮的结果，但它最大的问题就是，直到今天，

实验上依然没有发现磁单极子的存在。因此，和前面的一些章节不同，本章我们讨论的主

要是一种理论结构，而不是试图发展理论来描述实验上的事实。

9.2 狄拉克与陈省身

假设我们引入一个位于空间坐标原点的磁单极子，其磁荷为 g，则磁场将满足如下方

程

∇ ·B = gδ 3(x), (9.11)

类比于点电荷的库伦场，可知这个方程的解为

B =
1

4π
g
r2 er. (9.12)

式中 r = |x|, 而 er = x/r 为径向指向的单位矢量。这个解在空间坐标原点是奇异的。现

在，设想将这个奇异的空间坐标原点去掉，进而考察方程 (9.11) 在 R3\{0} 上的解。注意，
R3\{0} 由于有一个洞，从而是拓扑非平庸的。

由于在 R3\{0} 上，方程 (9.11) 变成了如下形式

∇ ·B = 0, (9.13)

所以显而易见的想法是，在 R3\{0} 上依然可以引入矢量势 A，使得 B = ∇×A。但这种
想法其实是过于天真的，为了看清楚其问题，考察 R3\{0} 上一个包围原点的球面 S2，其

包围的空间区域记为 V , 若 B = ∇×A, 则有∫
S2

B ·dS =
∫

S2
(∇×A) ·dS =

∫
V

d3x∇ · (∇×A) = 0. (9.14)

1G. ’t Hooft, “Magnetic Monopoles in Unified Gauge Theories,”Nucl. Phys. B 79, 276 (1974).
2A. M. Polyakov,“Particle Spectrum in the Quantum Field Theory,”JETP Lett. 20, 194 (1974) [Pisma

Zh. Eksp. Teor. Fiz. 20, 430 (1974)].
3P. Goddard, J. Nuyts and D. I. Olive, “Gauge Theories and Magnetic Charge,”Nucl. Phys. B 125,

1 (1977).
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但在另一方面，根据方程 (9.11)，我们有∫
S2

B ·dS =
∫

V
d3x∇ ·B = g

∫
V

d3xδ 3(x) = g ̸= 0. (9.15)

这就说明，虽然在 R3\{0} 上有 ∇ ·B = 0, 但是由于 R3\{0} 拓扑非平庸，我们并不能整体
地有 B = ∇×A。换言之，不可能存在一个在整个 R3\{0} 上都定义良好的矢量势 A，使
得 B = ∇×A。

但是由于 ∇ ·B = 0，根据所谓的庞加莱引理可知，在 R3\{0} 的任何一个拓扑平庸的
开子集 U 上，必定都可以找到一个 AU , 使得在 U 上有 B = ∇×AU。比方说，对于上面的

磁单极子，在球坐标中我们可以构造一个 AN，

AN = AN
ϕ eϕ =

g
4πr

1− cosθ
sinθ

eϕ , (9.16)

式中 eϕ 为周角 ϕ 增加方向的单位矢量。根据球坐标中的旋度运算，容易验证

B = ∇×AN =
1

r sinθ
∂

∂θ
(
AN

ϕ sinθ
)
er −

1
r

∂
∂ r

(
rAN

ϕ
)
eθ , (9.17)

代入 (9.16) 式，即可得 B = g
4πr2 er, 正是磁单极子的磁场。这说明，(9.16) 式是一个正确的

构造。

进而根据前面的讨论可知，AN 必定不可能在整个 R3\{0} 上都定义良好。事实上，
(9.16) 式给出的 AN 有奇异性，这个奇异性不仅在已经被扣掉了的坐标原点处，而且是沿

着整个负 z 轴都是奇异的。这是因为 AN 表达式 (9.16) 中的 1/sinθ 因子，这个因子在
θ = 0 和 θ = π 处都奇异，但是 θ = 0 处的奇异性被分子的 1− cosθ 经由 0 比 0 消去了，
从而 AN 仅在 θ = π 处奇异，也就是在整个负 z 轴上奇异。也即是说，AN 在负 z 轴上没

有定义，而在除此之外的区域都定义良好。限制在包围原点的球面 S2 上来考察的话，即

是，AN 在南极处没有定义，在除南极之外的区域都定义良好，特别的，AN 在整个北半球

面都定义良好，事实上，这就是上标 N 所表示的含义。

现在考虑一个不同的规范势

AS = AS
ϕ eϕ =− g

4πr
1+ cosθ

sinθ
eϕ . (9.18)

不难验证，它同样可以给出磁单极子的磁场 (9.12)。但是现在，这个规范势在北极 θ = 0

处是奇异的，而在整个南半球都定义良好，这也就是上标 S 的含义。

很明显，在 S2 球面赤道附近的区域，AN 和 AS 均有定义，因为它是南北半球的交叠

区。在交叠区上，由于给出的场强相同，所以这两个不同的规范势当然只能相差一个规范

变换。

谈到规范变换，这个里要做个注解。首先，以前我们都将协变导数写成 Dµ = ∂µ − ieAµ

并称 e 为带电荷的物质场与规范场的耦合常数。但是现在，由于我们用 e 来代表物质场的

电荷了，所以就要将这个协变导数重记成

Dµ = ∂µ − i
e
h̄

Aµ , (9.19)
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因为在量子力学中，电荷 e 与普朗克常数 h̄ 的比值正是耦合常数。即是说，本章中的 e/h̄

相当于前面章节中的 e。从而现在物质场的 U(1) 规范变换就应该为

eieε(x)/h̄, (9.20)

同时规范场的规范变换为

A → A+∇ε. (9.21)

根据 AN 的表达式 (9.16)AS 的表达式 (9.18)，再根据球坐标中的梯度运算，人们不难
发现，在赤道附近的交叠区，AN 与 AS 间的规范变换为

AN
ϕ = AS

ϕ +
1

r sinθ
∂ϕ ε, 其中 ε =

gϕ
2π

. (9.22)

也即是说绕着赤道走一圈，我们有 ε(2π) = ε(0)+ g。另一方面，根据 U(1) 规范变换的

(9.20) 式，绕行一圈，必有

eε(2π)/h̄ = eε(0)/h̄+2πn

⇒ε(2π) = ε(0)+
2πnh̄

e
, (9.23)

其中 n 为整数。综上即可知，

eg = 2πnh̄, n ∈ Z. (9.24)

这就是所谓的狄拉克量子化条件。

狄拉克量子化条件是一个理论中任意带电粒子的电荷与任意磁单极子的磁荷间都必

须满足的条件。这里有两种可能性，第一，理论中所有带电粒子的电荷都是某个最小电荷

单位的整数倍，显然，这时候只要最小电荷单位满足狄拉克量子化条件，就必然有任何电

荷都满足它。假设记最小电荷单位为 e，则 (9.24) 告诉我们，∫
S2

B ·dS = g =
2πnh̄

e
. (9.25)

即闭合球面上的磁通 (即磁单极子的磁荷) 是量子化的，最小的磁通 (磁荷) 为

Φ0 =
2π h̄

e
, (9.26)

称作磁通量子。

第二种可能性是，理论中带电粒子的电荷互相为无理数比例，比方说，理论中包含电

荷为 e 以及电荷为
√

3e 的带电粒子。那这时候狄拉克量子化条件是不可能满足的，从而

结论就是这样的理论中不可能存在磁单极子。好在，现实世界的理论满足的是第一种可能

性，因此是允许磁单极子存在的，虽然我们到今天为止都没有发现它。

以上关于狄拉克量子化条件的推导还可以推广到更为一般的情形，比方说球面 S2 内

包围了多个磁单极子的情形。在这种更一般的情形中，庞加莱引理告诉我们，依然存在北
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半球的规范势 AN , 以及南半球的规范势 AS，只不过这时候的 AN 和 AS 不是由 (9.16) 式
和 (9.18) 式给出。但是在赤道附近的交叠区，我们依然有

AN = AS +∇ε, (9.27)

虽然 ε 可能不再是 gϕ
2π , 不过，它将依然满足 (9.23) 式。

不妨以
∫

N 表示在北半球面上的积分，以
∫

S 表示在南半球面上的积分，以 C 表示赤

道回路，从而我们将有∫
S2

B ·dS =
∫

N
(∇×AN) ·dS+

∫
S
(∇×AS) ·dS

=
∮

C
AN ·dx−

∮
C

AS ·dx

=
∮

C
∇ε ·dx = ε(2π)− ε(0), (9.28)

式中我们注意到了回路 C 与北半球的法向成右手关系，而与南半球的法向成左手关系。代

入 (9.23) 式, 即有 ∫
S2

B ·dS =
2πnh̄

e
. (9.29)

这就是一般的磁通量子化关系，它实际上对任何两维闭合曲面 (不只是球面)Σ 均成立，因
此也写作 ∫

Σ
B ·dS =

2πnh̄
e

. (9.30)

它告诉我们，在两维闭合曲面上的磁通量必定为磁通量子 Φ0 的整数倍。

注意到 Bk =
1
2 εi jkFi j, 我们也可以将 (9.30) 式重写成

∫
Σ

1
2 Fi jdxi ∧dx j = 2πnh̄/e。这个式

子的洛伦兹协变化推广即是 ∫
Σ

F =
2πnh̄

e
. (9.31)

式中 Σ 代表四维时空中任意一个两维闭合曲面，而 F = 1
2 Fµνdxµ ∧dxν。

(9.31) 式即使在纯数学上也是一个很著名的式子。只不过数学家的写法和我们略有不
同。具体来说即是，数学家常常把 e

h̄ Aµ 的整体叫作规范联络，并依然记为 Aµ，也就是说，

数学家的协变导数定义如下

Dµ = ∂µ − iAµ . (9.32)

因此为了得到数学家的写法，我们需要做如下替换

e
h̄

Aµ → Aµ ,
e
h̄

F → F. (9.33)

从而按照数学家的写法，(9.31) 式就是∫
Σ

F
2π

= n ∈ Z. (9.34)
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通常称式中的 F
2π 为第 1 陈类，因为它是陈省身首先引入的，也记作 c1，

c1 =
F
2π

. (9.35)

因此 (9.34) 式说的就是，第 1 陈类在任何两维闭合曲面上的积分均为量子化的整数。
所以，数学上第 1 陈类的量子化，和物理上磁单极子的狄拉克量子化条件，它们本质

是一样的，虽然两者的公式写法看起来很不相同。

以上考察狄拉克量子化条件的时候，我们考虑的是单纯的电荷和单纯的磁单极子。但

是类似的考察可以推广到既带电荷同时又带磁荷的双荷子 (dyon) 情形，假设一个理论
既包含一种 (e1,g1) 的双荷子，又包含另一种 (e2,g2) 的双荷子，则它们必定要满足如下

Dirac-Zwanziger 量子化条件

e1g2 − e2g1 ∈ 2π h̄Z. (9.36)

这个条件当然是狄拉克量子化条件的推广。

9.3 θ 项

9.3.1 初识 θ 项

第四章引入电磁场作用量的时候，我们说过，最简单的电磁场作用量其实有如下两项

S = SMaxwell +Sθ (9.37)

式中 SMaxwell =−
∫

d4x 1
4 FµνFµν , 而 Sθ 为

Sθ = θ
e2

h̄
1

4π2

∫
d4xE ·B = θ

e2

h̄
1

4π2

∫
d4x

1
4

F̃µνFµν

= θ
e2

h̄
1

4π2

∫
d4x

1
8

εµνρσ FµνFρσ

= θ
e2

h̄
1
2

∫ ( F
2π
)
∧
( F

2π
)
. (9.38)

式中最后一行我们利用了 d4xεµνρσ = dx0∧dx1∧dx2∧dx3εµνρσ = dxµ ∧dxν ∧dxρ ∧dxσ。这

里的 Sθ 就是所谓的 θ 项，只不过，第四章我们说过，这一项其实是全微分项，对电磁场
的运动微分方程没有影响。但是，详细的考察表明，当系统中存在磁单极子时，这一项其

实是有物理效应的，所以现在我们要把这个 θ 项加上。
之所以将 θ 项写成具有如上 (9.38) 式那样的常数系数，原因有二：其一是使得参数

θ 为无量纲参数。其二是进一步使得参数 θ 为一个以 2π 为周期的角度变量。
现在我们来详细分析一下为什么 θ 无量纲。为了看清楚这个问题，我们不妨按照数学

家的写法，进行如下替换

e
h̄

Aµ → Aµ ,
e
h̄

F → F. (9.39)

替换以后的协变导数为

Dµ = ∂µ − iAµ , (9.40)
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由此可见 Aµ 的量纲与 ∂µ 量纲相同，均为长度的负 1 次方量纲，记作 [Aµ ] = L−1。进而即

知替换以后 Fµν 的量纲为 [Fµν ] = L−2, 从而替换以后的 2 形式 F 的量纲为 [F ] = L0。

另一方面，替换以后作用量的麦克斯韦项为

SMaxwell =−
( h̄

e

)2
∫

d4x
1
4

FµνFµν , (9.41)

而替换以后的 θ 项为，

Sθ = h̄θ
1
2

∫ ( F
2π
)
∧
( F

2π
)
. (9.42)

注意到作用量的量纲与普朗克常数 h̄ 的量纲相同，从而即知：第一，参数 θ 无量纲，第
二， e2

h̄ 也无量纲，因此可以引入无量纲常数

α =
e2

4π h̄
, (9.43)

称作精细结构常数，它大约等于 1/137。在国际单位制中，α 即是

α =
e2

4πε0h̄c
. (9.44)

为了看清楚为什么参数 θ 是一个以 2π 为周期的角变量，我们将注意力集中在变量替
换以后的 θ 项 (9.42) 上。我们记四维时空为 M, 并假设 M 可以分解成两个二维闭合曲面

(分别记作 Σ1 和 Σ2) 的笛卡尔积4，即设

M = Σ1 ×Σ2. (9.45)

又根据第 1 陈类的量子化公式 (9.34)，我们有∫
Σ1

F
2π

= n1,
∫

Σ2

F
2π

= n2, n1,n2 ∈ Z. (9.46)

从而即有

1
2

∫
M

( F
2π
)
∧
( F

2π
)
=

1
2

(∫
Σ1

F
2π

·
∫

Σ2

F
2π

+
∫

Σ2

F
2π

·
∫

Σ1

F
2π

)
=
∫

Σ1

F
2π

·
∫

Σ2

F
2π

= n1n2 ∈ Z. (9.47)

也即是说，其实 θ 项 (9.42) 为

Sθ = h̄θn1n2. (9.48)

另一方面，根据量子场论的路径积分表述，θ 项对路径积分的贡献为

exp
(
i
Sθ
h̄

)
= exp

(
iθn1n2

)
, (9.49)

由于结果必须是单值的，而 n1n2 ∈ Z, 从而即知 θ 必为以 2π 为周期的角变量。

4严格说来，我们要将场论系统作一个解析延拓，从四维闵可夫斯基时空延拓到四维欧氏流形，M 指的其

实是这个延拓以后的欧氏流形。
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9.3.2 轴子电动力学

回到如下作用量，

S =
∫

d4x
[
− 1

4
FµνFµν +

e2

h̄
1

32π2 θ(x)εµνρσ FµνFρσ

]
, (9.50)

现在，我们假设参数 θ 依赖于时空坐标 x，从而是一个 θ 场，这种 θ 场通常称作轴子场
(axion field)，尽管这个场是额外给定的而不是动力学演化的，而真正物理的轴子场本身应
该是动力学演化的。我们称作用量 (9.50) 描写的电动力学为轴子电动力学。
将上述作用量对 Aµ 变分，就能得到

δS =
∫

d4x
[
∂µFµνδAν +

e2

h̄
1

16π2 θ(x)εµνρσ FµνδFρσ

]
=
∫

d4x
[
∂µFµνδAν +

e2

h̄
1

4π2 θ(x)F̃ρσ ∂ρ(δAσ )
]
, (9.51)

进行合适的分部积分并丢弃边界项，即可得

δS =
∫

d4x
[
∂µFµνδAν −

e2

h̄
1

4π2 ∂µ
(
θ(x)F̃µν)δAν

]
. (9.52)

根据最小作用量原理即得轴子电动力学的场方程

∂µ
[
Fµν − e2

h̄
1

4π2 θ(x)F̃µν]= 0. (9.53)

注意到 ∂µ F̃µν = 0, 这个方程也可以重写为

−∂µFµν =−e2

h̄
1

4π2 (∂µθ)F̃µν . (9.54)

我们有两种等价的观点来看待上面的方程。第一种观点是将 e2

h̄
1

4π2 θ(x)F̃µν 看作磁化

极化张量 Mµν，从而方程 (9.53) 可以看成 (注意 ε0 = µ0 = 1)

∂µHµν = 0, Hµν = Fµν − α
π

θ(x)F̃µν . (9.55)

利用 H0i = Di(c = 1 单位制)，H i j = εi jkHk，即有

D = E+
α
π

θB, H = B− α
π

θE. (9.56)

而场方程 ∂µHµν = 0 则可以给出

∇ ·D = 0, ∇×H =
∂D
∂ t

. (9.57)

再加上 ∂µ F̃µν = 0 给出的

∇ ·B = 0, ∇×E =−∂B
∂ t

, (9.58)

这两组方程就构成轴子电动力学的麦克斯韦方程。
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第 2 种看待方程 (9.54) 的观点是，将 − e2

h̄
1

4π2 (∂µθ)F̃µν 看作诱导电流四矢量 Jν
I ，

Jν
I =−α

π
(∂µθ)F̃µν . (9.59)

进一步也可以写出诱导电荷密度 ρI 以及诱导电流密度 JI，分别为

ρI =−α
π

∇θ ·B, JI =
α
π
(
θ̇B+∇θ ×E

)
. (9.60)

进而场方程 (9.54) 也可以写作

∇ ·E =−α
π

∇θ ·B = ρI

∇×B− ∂E
∂ t

=
α
π
(
θ̇B+∇θ ×E

)
= JI. (9.61)

9.3.3 拓扑绝缘体

轴子电动力学并非理论上的空想，实际上它可以在一类奇妙的材料中实现，那就是所

谓的拓扑绝缘体材料，典型的比方说 Bi2Se3 和 Bi2Te3。在拓扑绝缘体材料的内部 θ = π，
而在拓扑绝缘体材料的外部当然就是通常的 θ = 0( θ = 0 和 θ = π 有什么特殊性后文会
进一步讨论) , 因此在拓扑绝缘体与外界的交界面上 θ 不是常数，从而就需要考虑轴子电
动力学。

考察一块拓扑绝缘体材料，假设其填满 z <−ε 的下半空间 (这里 ε 为无穷小量)，其
体内 θ = π。假设 z > +ε 的上半空间为真空，因此 θ = 0。从而在 z ∈ [−ε,ε] 的交界区，
有 ∂zθ ̸= 0, 因此就需要考虑轴子电动力学。

Figure 9.1: 朝着界面施加一个磁场。

首先，我们假设从下方沿着垂直界面的方向施加了一个磁场 Bz = B, 如图 (9.1) 所示。
则根据 (9.60) 式可知，在界面上会聚集诱导电荷，电荷密度为 ρI =−α

π ∂zθB。即是说，每

单位面积上的面电荷密度 σ 为

σ =
∫ +ε

−ε
dzρI = αB. (9.62)

这个面电荷密度当然要在拓扑绝缘体的外面产生一个电场，如图 (9.1) 所示。这里我们看
到拓扑绝缘体材料表面的一种神奇性质：当朝着界面施加一个磁场，它就会在外面产生一

个电场！
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Figure 9.2: 沿着平行界面的方向施加一个电场。

反过来，我们也可以在材料内部沿着界面的平行方向施加一个电场 Ey = E，如图 (9.2)
所示。则根据 (9.60) 式可知，在界面上沿着 x 方向会诱导一个电流密度，Jx = −α

π ∂zθEy,
换言之，面电流密度 Kx 为

Kx =
∫ +ε

−ε
dzJx = αEy. (9.63)

现在，这个 x 方向的面电流密度当然会在拓扑绝缘体外面产生一个沿着 y 方向的磁场，如

图 (9.2) 所示。
以上面电流的公式 (9.63) 意味着我们可以定义一个横向电导 (指电场的方向和相应电

流的方向相垂直)σxy, 其定义是 Kx = σxyEy，通常称 σxy 为霍尔电导。量子霍尔效应的标准

结果告诉我们，霍尔电导 σxy 只能取 e2

2π h̄ 的有理数倍。在现在的例子中，由 (9.63) 式易见，

σxy = α =
1
2
· e2

2π h̄
. (9.64)

因此通常人们简称拓扑绝缘体表面的霍尔电导是 1/2！

以上讨论的电场诱导出磁场，磁场也诱导出电场的一般现象，就是所谓的拓扑磁电效

应 (topological magneto-electric effect)。
以上对拓扑磁电效应的讨论也可以从轴子电动力学的边值关系来进行。为此注意到，

根据标准的电动力学教科书，由方程 (9.57) 我们可以得到如下边值关系

n ·∆D = 0, n×∆H = 0, (9.65)

式中 n 表示界面的法向，∆ 表示界面两侧场值的差。类似的，由方程 (9.58)，又可以得到
边值关系

n ·∆B = 0, n×∆E = 0. (9.66)

不难证明，通过应用以上两组边值关系，人们同样能得到本小节关于拓扑磁电效应的那些

结论。

9.3.4 Witten 效应

当存在磁单极子时，θ 项会有一个重要的效应，它会使得磁单极子带上一定的电荷。
这就是所谓的 Witten 效应。
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Figure 9.3: Witten 效应

设想把一个带磁荷 g 的磁单极子放在 θ = 0 的真空中，然后围绕着这个真空腔包裹上

θ ̸= 0 的介质，如图 (9.3) 所示。则根据前面讨论过的拓扑磁电效应，我们很容易明白将会
发生什么。首先，磁单极子的磁场在跨过真空与介质的交界面 (为球面) 以后，将会在介质
内诱导出一个电场，因此使得介质内既有磁场又有电场，如图 (9.3) 所示。这是因为由于
θ 改变，在交界面上会诱导出一层电荷。这种诱导电荷满足 (9.60) 式的第一个方程。因此，
从介质内部来看，就好像磁单极子也携带了一定的电荷 (所以在介质内产生了电场)，这个
电荷量是

q =
∫

d3xρI =−α
π

∫
d3x∇θ ·B

=−α
π

∫
dr(∂rθ)

∫
S2

dS ·B

=−α
π

θg =− e2

4π h̄
θ
π

g. (9.67)

这个结果不依赖于真空腔的大小，因此我们可以设想把真空腔的半径缩小为零，结果将依

然成立。但是，真空腔缩小为零以后，这个电荷就真是由磁单极子携带的了！这时候正确

的解释就变成，当 θ ̸= 0 时，磁单极子会自动带上一份 q 的电荷，进而成为一个双荷子，

这就是 Witten 效应！
现在，假设上面这个磁单极子携带的是狄拉克量子化条件所允许的最小磁荷，即 g =

2π h̄
e ，则代入上面的 (9.67) 式，即有

q =
θ
2π

e. (9.68)

特别的，对于一个放置在拓扑绝缘体材料内部的磁单极子来说，它通过 Witten 效应携带
的电荷将是 q = 1

2 e。

下面我们给出 Witten 效应的一个略有不同的推导。同样是先假定把一个磁单极子放
置在 θ = 0 的介质中，但是现在，我们设想介质的 θ 随时间缓慢地增加！则这时候，根据
轴子电动力学方程 (9.61) 的第二个方程可知，这个过程会激发出一个平行于磁场 B 的电



9.3 θ 项 119

场，最终的电场将是

E =−α
π

∫
θ̇dtB =−α

π
θB. (9.69)

很显然，这同样意味着磁单极子携带了一份由 (9.67) 式给出的电荷。

9.3.5 空间反演，时间反演，以及 θ = π

下面我们来解释 θ = 0 和 θ = π 有什么特殊性。简单概括的话，这个特殊性就在于：
θ 项虽然同样有规范不变性和洛伦兹协变性，但是它破坏了空间反演对称性和时间反演对
称性，除非 θ 刚好等于 0 或 π。
所谓的空间反演操作，记作 P，即是将空间位置矢量反向的操作，即

P : x →−x. (9.70)

而所谓的时间反演操作，记作 T，即是将时间反向的操作，即

T : t →−t. (9.71)

但是 P、T 在电磁场上是如何作用的呢？

为了搞清楚这个问题，我们回到带电粒子受洛伦兹力作用的方程

mẍ = e(E+ ẋ×B). (9.72)

空间反演对称性和时间反演对称性意味着，这个方程在空间反演和时间反演下均要保持不

变！不难看出，为了满足这一点，空间反演操作和时间反演操作在电磁场上的作用就必须

为

P : E(x, t)→−E(−x, t), P : B(x, t)→ B(−x, t). (9.73)

以及

T : E(x, t)→ E(x,−t), T : B(x, t)→−B(x,−t). (9.74)

即是说，电场 E 在空间反演下为奇的，而在时间反演下则是偶的。与之相反，磁场 B 在
空间反演下是偶的，而在时间反演下则是奇的。

根据 (9.38) 式，θ 项是

Sθ = θ
e2

h̄
1

4π2

∫
d4xE ·B. (9.75)

很显然，它无论是在空间反演之下还是在时间反演之下，都是奇的！都相当于将 θ 变换成
了 −θ！所以 θ 项破坏了空间反演对称性和时间反演对称性，除非 θ = 0,π。为什么 θ = π
也是例外呢？原因在于 θ 是一个以 2π 为周期的角变量，对它来说，θ =−π 和 θ = π 其
实是等同的，因此 θ = π 时也有空间反演对称性和时间反演对称性。

拓扑绝缘体正是一种具有时间反演对称性的材料。根据上面的讨论可知，这样的材料

可以分成两类，一类具有 θ = 0，另一类具有 θ = π。θ = 0 的材料就是普通的能带拓扑平

凡的材料，而拓扑绝缘体是一种能带的拓扑不平凡的材料，因此对应 θ = π。





10. 杨-米尔斯理论与’t Hooft-Polyakov 磁单极

本章讨论杨-米尔斯理论，也就是非阿贝尔规范场论。同时我们也将讨论磁单极子如何
可以作为一类非阿贝尔规范场的孤立子解而自动出现，这就是所谓的’t Hooft-Polyakov 磁
单极。

10.1 杨-米尔斯理论

前面的章节中，我们通过将 U(1) 整体对称性局域化得到了电磁场理论，而在第三章

中也讨论过更一般的 U(N) 整体对称性，将之局域化得到的理论就是所谓的非阿贝尔规范

场论，因为是杨振宁和米尔斯首先作了这样的推广，所以也称作杨-米尔斯理论。将 U(1)

规范对称性推广到 U(N) 规范对称性是一件高度非平凡的事情，因为 U(1) 规范理论是一

个满足线性叠加原理的线性理论，但是正如我们将要看到的，杨-米尔斯理论是非线性的！
这种非线性甚至使得杨-米尔斯理论在量子层次上可以和电磁场有根本性的不同，导致出
诸如夸克禁闭之类神奇的量子效应。

杨-米尔斯理论在整个现代物理中都举足轻重，它是描写强相互作用的量子色动力学
的基础，也是整个粒子物理标准模型的基础。甚至通过全息对偶，它还可以用来非微扰地

定义渐近 AdS 时空的量子引力理论。
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10.1.1 SU(N) 群

不过，由于一些群论的细节因素，人们讨论得更多的是 SU(N) 规范理论而不是 U(N)

规范理论。SU(N) 和 U(N) 一样都是群的名字，只不过 U(N) 是所有 N ×N 幺正矩阵的集

合，而 SU(N) 还额外要求这些幺正矩阵的行列式等于 1。
即是说，SU(N) 里的元素 U 除了可以写成如下形式以外，

U = exp(iθ aTa). (10.1)

还要求其中的厄密矩阵 Ta 满足

tr(Ta) = 0. (10.2)

这是因为

1 = det(U) = exp
(
iθ atr(Ta)

)
⇔ tr(Ta) = 0. (10.3)

独立的 N ×N 厄密矩阵共有 N2 个，加上额外的 (10.2) 式的要求，最后符合条件的独立
N ×N 厄密矩阵就共有 N2 −1 个，记作 Ta, a = 1,2, ...,N2 −1，称之为 SU(N) 群的生成元。

为了具体确定这些生成元 Ta，我们还要求它们满足如下归一化条件

tr(TaTb) =
1
2

δab. (10.4)

记 [A,B] = AB−BA，称作矩阵 A,B 的对易子。不难验证 −i[Ta,Tb] 结果依然是一个迹

为零的厄密矩阵，从而必定可以写成不同 Tc 的线性组合。即是说，我们必定有

[Ta,Tb] = iCabcTc ⇔ [−iTa,−iTb] =Cabc(−iTc). (10.5)

这个式子称为 SU(N) 群的李代数，式中

Cabc =−2itr
(
[Ta,Tb]Tc

)
. (10.6)

利用 tr(AB) = tr(BA) 不难证明，Cabc 关于 3 个指标 a,b,c 是全反对称的。

以 SU(2) 群为例，它有 3 个独立的生成元，可以取为 Ta =
1
2 σa, a = 1,2,3，式中 σa

为 3 个泡利矩阵，分别为

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i

i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
. (10.7)

由此不难验证，

[Ta,Tb] = iεabcTc ⇔ [−iTa,−iTb] = εabc(−iTc). (10.8)

式中 εabc 为列维-西维塔符号。
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10.1.2 协变导数与规范场强

在第四章中我们看到，为了将复标量场 ϕ 的 U(1) 整体对称性变成一个局域规范对称

性，我们引入了协变导数

Dµ = ∂µ − iAµ , (10.9)

并要求 Dµϕ 在如下局域 U(1) 变换下协变

ϕ → ϕ ′ = eiε(x)ϕ , (10.10)

即要求 Dµϕ 也和 ϕ 一样变换

Dµϕ → D′
µϕ ′ = eiε(x)Dµϕ . (10.11)

从而可知协变导数在规范变换下的变换规则为

Dµ → D′
µ = ∂µ − iA′

µ = eiε(x) ·Dµ · e−iε(x)

⇒Aµ → A′
µ = Aµ +∂µε(x). (10.12)

并且不难发现，U(1) 规范场强 Fµν 可以由下式给出，

−iFµνϕ = [Dµ ,Dν ]ϕ . (10.13)

[注意：和上一段不同，后文中的 Aµ 代表杨-米尔斯理论中的规范势，Fµν 代表杨-米
尔斯理论中的规范场强，它们均另有定义。]

为了将以上 U(1) 规范理论的结果推广到 SU(N) 规范理论，我们引入 N 维复标量场

Φ，它的 N 个分量一起构成一个 N 维列矢量。类似的，我们引入协变导数

Dµ = ∂µ +Aµ , 这里 Aµ =−iTaAa
µ . (10.14)

式中 Ta 为 SU(N) 群的生成元，Aa
µ 是实的规范场，类似于 U(1) 规范理论中的 Aµ , 因此也

和 Aµ =−iTaAa
µ 一样都称作规范势。类似的，我们要求 DµΦ 在如下局域 SU(N) 规范变换

下协变

Φ → Φ′ =U(x)Φ, 这里 U(x) = exp
(
iεa(x)Ta

)
. (10.15)

即是说，在这样的规范变换下，

DµΦ → D′
µΦ′ =U(x)DµΦ. (10.16)

从而即知协变导数在 SU(N) 规范变换下的变换规则为

Dµ → D′
µ = ∂µ +A′

µ =U(x) ·Dµ ·U−1(x). (10.17)

进而可知规范势 Aµ 的变换规则为

Aµ → A′
µ =UAµU−1 +U∂µU−1. (10.18)
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特别的，当规范变换参数 εa(x) 为无穷小量时，我们将变换矩阵 U 按照 εa(x) 展开，可得

δAµ = A′
µ −Aµ = ∂µε +[Aµ ,ε]. (10.19)

式中 ε =−iTaεa(x)。

仿照 U(1) 情形，我们可以定义规范场强 Fµν = −iTaFa
µν (常常也将 Fa

µν 称作规范场

强)，

FµνΦ =−iTaFa
µνΦ = [Dµ ,Dν ]Φ. (10.20)

通常也将这个式子简写成

[Dµ ,Dν ] = Fµν . (10.21)

根据协变导数的定义即有

Fµν = ∂µAν −∂νAµ +[Aµ ,Aν ]. (10.22)

我们发现，相比于 U(1) 规范理论，现在的规范场强多了一个非线性项 [Aµ ,Aν ]。正是这一

项使得杨-米尔斯理论成为一个非线性理论，而 U(1) 规范理论没有这样的项从而是一个线

性理论。当然，我们也可以写出 Fa
µν 的表达式，利用 SU(N) 群的李代数，不难得到

Fc
µν = ∂µAc

ν −∂νAc
µ +CabcAa

µAb
ν . (10.23)

完全类似于 U(1) 情形，我们也可以引入规范场 1-形式 A = Aµdxµ , 以及场强 2-形式
F = 1

2 Fµνdxµ ∧dxν。则根据 (10.22) 式不难得到，

F = dA+A∧A. (10.24)

式中矩阵按照矩阵乘法相乘，而外微分形式则按照外代数乘法相乘。

但是，与 U(1) 情形不同，在非阿贝尔的杨-米尔斯理论中，场强张量 Fµν 不再是规范

不变的了，根据 (10.18) 式，不难得到它在规范变换下的变换规则为

Fµν → F ′
µν =UFµνU−1. (10.25)

所以，为了得到规范不变的量，我们不能仅仅考虑 Fµν，而是需要考虑诸如 tr
(
FµνFρσ

)
这

样的量！(注意，由于 tr(Ta) = 0，所以 tr(Fµν) = 0) 当然，如果加入物质场 Φ，那我们就可
以构造更多规范不变量，比如有 Φ†Φ、Φ†DµΦ、(DµΦ)†DµΦ、Φ†FµνΦ 等等。

以上我们是将物质场 Φ 取为 N 维列矢量，它在规范变换下按照 (10.15) 式变换。我
们称这样的物质场取 SU(N) 规范群的基础表示。但是，如果物质场本身是一个 N ×N 的

矩阵，记为 ϕ

ϕ(x) =−iTaϕ a(x), (10.26)

而它在规范变换的作用下变换为

ϕ(x)→U(x)ϕ(x)U−1(x), (10.27)
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那这时候我们就称物质场取 SU(N) 规范群的伴随表示。这时候，协变导数在物质场 ϕ 上
的作用关系应该定义成

Dµϕ = ∂µϕ +[Aµ ,ϕ ] (10.28)

容易验证这正好使得 Dµϕ 协变，即在 (10.18) 式和 (10.27) 式的规范变换下，Dµϕ 也按照
ϕ 同样的规则变换

Dµϕ →U(x)DµϕU−1(x). (10.29)

特别的，根据这种定义，我们可以将规范势 Aµ 的无穷小规范变换式 ((10.19) 式) 写成

δAµ = Dµε. (10.30)

另外，利用如下雅可比恒等式

[Dµ , [Dν ,Dρ ]]+ [Dν , [Dρ ,Dµ ]]+ [Dρ , [Dµ ,Dν ]] = 0, (10.31)

并结合 Fµν 的定义式 (10.21), 即可得到

DµFνρ +DνFρµ +DρFµν = 0, (10.32)

通常称这为杨-米尔斯场的 Bianchi 恒等式。
用规范场 Aµ 和取伴随表示的物质场 ϕ，我们可以构造诸如 tr(ϕ 2)、tr

(
ϕDµϕ

)
、tr
(
DµϕDµϕ

)
等等这样的规范不变量。特别的，ϕ aϕ a =−2tr(ϕ 2) 是规范不变的。

值得注意的是，在数学文献中，通常称 Aµ 为 SU(N) 向量丛上的联络，而称 Fµν 为

SU(N) 向量丛的曲率。相应的，1-形式 A 就是联络 1-形式，而 2-形式 F 就是曲率 2-形式。

10.1.3 杨-米尔斯作用量

为了构造杨-米尔斯理论的作用量，我们只需要求它在上文所讨论的 SU(N) 规范变换

下是不变的！

最简单的规范不变且洛伦兹不变的规范场作用量 Sg 取如下形式，

Sg = a
∫

d4x
1
2

tr
(
FµνFµν)+b

∫
tr
(
F ∧F

)
=−a

∫
d4x

1
4

Fa
µνFaµν +b

∫
tr
(
F ∧F

)
. (10.33)

和第四章中对 U(1) 规范场的讨论一样，为了使得规范场的动能项为正，必有系数 a > 0。

通常将 a 写成 a = 1
e2，其中 e 就是所谓的规范场耦合常数。另外，对于 Sg 表达式中的第

2 项，注意到1

tr
(
F ∧F

)
= dtr

(
A∧dA+

2
3

A∧A∧A
)
, (10.34)

1这个式子可以直接证明，但是为了证明它，你需要同时用到矩阵求迹的轮换性质以及外代数的反交换性质。

比如你可以先证明 tr
(
dA∧A∧A

)
=−tr

(
A∧dA∧A

)
= tr
(
A∧A∧dA

)
,以及 tr(A∧A∧A∧A)=−tr(A∧A∧A∧A)= 0。
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所以这是一个全微分项，它只在时空边界上对作用量有贡献，从而对规范场的场方程没有

任何贡献。因此在经典场论的层次上常常可以将这一项忽略，就和第四章中忽略 U(1) 规

范场作用量中的相应项一样。因此，最终我们可以将规范场的作用量 Sg 写成

Sg =
∫

d4x
1

2e2 tr
(
FµνFµν)=−

∫
d4x

1
4e2 Fa

µνFaµν . (10.35)

为了以后求规范场的场方程，我们需要将作用量 Sg 对 Aµ 进行变分。为了进行这样的

变分，下面两个结果是很有用的 (请读者先证明它们)：第一个结果是

δFµν = DµδAν −DνδAµ , (10.36)

式中 DµδAν = ∂µδAν +[Aµ ,δAν ]; 第二个有用的结果是，对于任何两个取伴随表示的场 O1

以及 O2，有

∂µ tr
(
O1O2

)
= tr

(
DµO1O2

)
+ tr
(
O1DµO2

)
, (10.37)

这个结果常常可以用来进行分部积分。利用这两个结果，我们不难得到

δSg =
2
e2

∫
d4xtr

(
−DµFµνδAν

)
=

1
e2

∫
d4x(DµFµν)aδAa

ν . (10.38)

式中 DµFµν =−iTa(DµFµν)a。

下面考察物质场的作用量。对于物质场取 SU(N) 基础表示 Φ 的情形，通过将第三章
中所讨论的具有 SU(N) 整体对称性的 Φ 场作用量中的偏导 ∂µ 替换成协变导数 Dµ，我们

可以得到 Φ 与 SU(N) 规范场的耦合作用量 Sm 为

Sm =−
∫

d4x
[
(DµΦ)†DµΦ+U (Φ†Φ)

]
. (10.39)

将 Sm 对 Aa
µ 变分，易得

δSm = i
∫

d4x
[
(DµΦ)†TaΦ−Φ†TaDµΦ

]
δAa

µ . (10.40)

由于系统完整的作用量为 S = Sg +Sm，所以结合 (10.38) 式和 (10.40) 式容易得到规范场
的场方程

− 1
e2 (DµFµν)a = i

[
(DµΦ)†TaΦ−Φ†TaDµΦ

]
. (10.41)

为了得到场 Φ 的运动方程，我们需要将 Sm 分别对 Φ 和 Φ† 变分。为了进行这样的变

分，我们需要用到下面的结果来进行分部积分：对于任何两个取基础表示的场 Φ1 和 Φ2，

有

∂µ(Φ†
1Φ2) = (DµΦ1)

†Φ2 +Φ†
1DµΦ2. (10.42)

结果不难得到，

DµDµΦ =
∂U

∂Φ† , (10.43)
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以及这个方程的厄密共轭方程。

而如果物质场 ϕ 取 SU(N) 的伴随表示。则物质场作用量 Sm 可以取成诸如下面这样，

Sm =
∫

d4x
[ 1

e2 tr(DµϕDµϕ)−U (ϕ aϕ a)
]
, (10.44)

式中我们已经合适地标度化 ϕ 场，以使得前面出现的系数为 1
e2。注意到 tr

(
A[B,C]

)
=

tr
(
[A,B]C

)
, 由此不难得到

δSm =
2
e2

∫
d4xtr

(
[ϕ ,Dµϕ ]δAµ

)
. (10.45)

结合 (10.38) 式，就可以得到这时候的规范场场方程

DµFµν = [ϕ ,Dνϕ ]. (10.46)

另外，将这时候的 Sm 对 ϕ a 变分，就能得到 ϕ 场的场方程

1
e2

(
DµDµϕ

)a
=

∂U

∂ϕ a . (10.47)

10.1.4 规范对称性是一种冗余

规范对称性实际上并不是一种真正的对称性，而是我们描述物理系统的方式中的冗

余！这是因为，在规范场论中，我们要求所有的物理可观测量都是规范不变的！而在真正

的对称性情形中，我们并不会要求所有的物理可观测量都在对称变换下保持不变，我们只

是利用对称变换来将物理可观测量进行分类而已。由于要求所有的物理可观测量都规范不

变，所以规范对称性只是我们用并非规范不变的量 (诸如 Aµ) 来描述物理系统时，蕴含在
这样的描述方式中的冗余。

为什么要求所有的物理可观测量都规范不变呢？在量子层次上，这是因为只有这样我

们才能去除系统的一些非物理的量子态 (诸如归一化模长为负数的态)，使得量子力学幺正
性得以保持。在经典的层次上，这是因为：从上一小节的各种场方程可以看到，它们在规

范变换下都是协变的，也即是在规范变换下都保持形式不变。因此我们每次求出场方程的

一个解，就可以得到它的整个一类由规范变换相联系的解。要求物理可观测量规范不变就

相当于说，这些解并不是物理上不同的解，而是解的一个等价类，规范场的场方程可以理

解为是这样的规范等价类所满足的方程。

那么，为什么不直接用规范不变的量来描述物理系统呢？或者说，引入诸如规范场

Aµ 这样含有冗余的量来描述物理系统有什么好处呢？回答是，好处就在于这样的描述方

式可以使得场论的局域性和量子力学幺正性都很明显，也可以使得理论的洛伦兹协变性很

明显，而代价就是引入了冗余。为了去除这种描述方式上的冗余，我们就要求所有物理上

可观测的量都规范不变。比方说对于电磁场情形，我们知道在物理上，电磁波只有两个横

向偏振模式，那为什么不用一个两分量的场描写电磁场，而要用一个四分量的 Aµ 场描写

电磁场呢？答案就是，只有这样才能使得理论的洛伦兹协变性变得明显。当然，这样的代

价就是多了两个非物理的分量，而它们可以通过要求物理可观测量为规范不变的来进行去

除。
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10.2 ’t Hooft-Polyakov 磁单极

Dirac 磁单极需要手动地放入电磁场理论中，特别的，狄拉克磁单极的场在原点处是
奇异的。但是 1974 年’t Hooft 和 Polyakov 各自独立发现，在一类 SU(2) 规范场论中，磁

单极子可以作为系统场位形的处处非奇异的孤立子解而自动出现！他们的这一发现经由

Goddard, Nuyts 和 Olive 的重要推广，进而促成了电磁对偶观念在现代物理中的最终确
立2。

[电磁对偶将一个以带电荷的场为基本物质场的“电”理论对偶到一个以带磁荷的场为
基本物质场的“磁”理论，由于“电”理论的耦合常数 e 和“磁”理论的耦合常数 g 之间

满足狄拉克量子化条件 eg = 2π h̄，当电耦合常数 e 很大时，磁耦合常数 g 就很小，因此电

磁对偶可以将一个强耦合的规范理论对偶到一个弱耦合的规范理论，从而是一种研究强耦

合规范理论的利器。]

10.2.1 有限能量场位形的拓扑分类

下面我们来介绍’t Hooft-Polyakov磁单极解。为此我们考虑一个具有 SU(2)规范对称

性的场论系统，它的作用量为

S =
∫

d4x
[ 1

2e2 tr
(
FµνFµν)+ 1

e2 tr(DµϕDµϕ)− λ
4
(
|ϕ |2 − v2)2

]
, (10.48)

式中 |ϕ |2 = ϕ aϕ a，a = 1,2,3。通常称这个系统中的标量场 ϕ 为希格斯场。所以这是一个
SU(2) 规范场与取伴随表示的希格斯场耦合的系统。

仿照第四章中求规范场系统能动量张量的办法，我们可以得到这个系统的能动量张量

T µν =
1
e2

[
Faµ

ρFaνρ − 1
4

ηµνFa
ρσ Faρσ ]

+
1
e2 (D

µϕ)a(Dνϕ)a +ηµν[ 1
e2 tr(DµϕDµϕ)− λ

4
(
|ϕ |2 − v2)2]

. (10.49)

从而可得系统的能量密度 H = T 00，为

H =
1

2e2

[
Ea ·Ea +Ba ·Ba +(D0ϕ)a(D0ϕ)a +(Diϕ)a(Diϕ)a]+U (|ϕ |), (10.50)

式中 U (|ϕ |) = λ
4

(
|ϕ |2 − v2

)2，而“电”场 Ea 与“磁”场 Ba 的定义分别为

Ea
i = Fa0i, Ba

i =
1
2

εi jkFa jk. (10.51)

很显然，H ≥ 0，等号当且仅当 Faµν = Dµϕ =U (|ϕ |) = 0时才成立。由于使得H = 0

的场位形具有最低的能量，所以也称之为真空，或者真空场位形。因此这个系统的真空具

有取零值的规范场和一个满足 |ϕ |2 = v2 的常数希格斯场。不难看出，这种 ϕ 取常数的真
空解在完整的 SU(2) 规范变换下通常不能保持不变，而是要形成一个解的等价类。然而，

由于

e−α ϕ
v ϕeα ϕ

v = ϕ , (10.52)
2值得注明的是，在现代物理中精确的电磁对偶是 C. Montonen and D. Olive, Phys. Lett. 72B (1977)

117. 提出的，但第 1 个在量子层次上实现这种对偶的例子要等到所谓的 N = 4 的超对称杨-米尔斯理论。
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所以不难看出，对于取真空解的 ϕ，整个真空解在 e−α(x) ϕ
v 这种 U(1) 规范变换下都保持

不变！传统上人们称这种现象为发生了规范对称性的自发破缺，称真空解将规范对称性从

SU(2) 破缺到了 U(1)3。

下面我们考察这个系统的有限能量的解。为此先把注意力集中在希格斯场 ϕ 上，很显
然，为了使得系统的能量尽可能低，我们需要让 U (|ϕ |) = 0。由此可以定义所谓的希格斯

真空 MH(请和上一段讨论的真空区分开来)

MH =
{

ϕ : U (|ϕ |) = 0
}
. (10.53)

很显然，MH 其实就是由 ϕ aϕ a = v2 定义的两维球面，记为 MH = S2。

很明显，对于系统的有限能量场位形来说，虽然不需要它处处都处在希格斯真空上，

但在空间无穷远处的场位形必须趋于希格斯真空，否则空间无穷远处 U (|ϕ |) 的积分就会
趋于无穷大，从而使得总能量发散。三维空间的无穷远为一个两维球面，记为 S2

∞，因此对

于有限能量场位形，其希格斯场在空间无穷远处就定义了一个从 S2
∞ 到希格斯真空的映射

ϕ : S2
∞ → MH = S2. (10.54)

根据覆盖 S2 的次数，我们可以将这个映射进行拓扑学分类，每一个拓扑类里的映射都无

法连续地变化成另一个不同拓扑类里的映射，因为它们覆盖 S2 的次数不同。在拓扑学中

有一个专门的概念描述这种拓扑分类，称为 S2 的第二同伦群，记为 π2(S2)，根据不同的

覆盖次数可知

π2(S2) = Z. (10.55)

给定一个到 S2 的映射 ϕ，其覆盖 S2 的次数 n 可以由下式计算，

n =
1

8πv3

∫
S2

∞

εabcϕ adϕ b ∧dϕ c. (10.56)

因此，有限能量场位形可以用 π2(S2) 来进行拓扑分类！并且和真空场位形的对称性自

发破缺类似，在无穷远处的希格斯真空上，规范对称性都从 SU(2) 破缺到了 U(1)，这个

U(1) 同样可以记为

U(1) = e−α(x) ϕ
v , (10.57)

与真空场位形的唯一不同是，这里的 ϕ 不是常数，而是到希格斯真空的映射。

另一方面，我们需要注意到，当希格斯场的覆盖次数 n ̸= 0 时，为了使得总能量有限，

规范场 Aµ 必须取非零的场位形。这是因为，否则，假设 Aµ = 0，则这时候协变导数就是

3这种传统说法虽然有其方便之处，但也有误导之处，因为规范对称性并不是一种真的对称性，而是一种描

述上的冗余，它本身并不会破缺！无非是要多考虑一个真空解的规范等价类而已。严格来说，所谓的规范对称

性从 SU(2) 破缺到了 U(1)，是指系统发生了相变，规范对称性依然是 SU(2)，不过它在“破缺”前后是处在

两个不同的相。
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普通导数，从而 (Diϕ)2 = (∂iϕ)2 ∼ (∂θ ϕ)2/r2，然而由于 n ̸= 0，因此这时候球坐标极角方

向的导数 ∂θ ϕ 在 S2
∞ 上必定不为零。如此一来，场位形的总能量中必有如下项

1
2e2

∫
d3x(∂iϕ a)2 ∼ 1

2e2

∫
S2

∞

d2Ω
∫

drr2 (∂θ ϕ a)2

r2 , (10.58)

这个积分是线性发散的，从而会使得场的总能量发散。

其实，从能量密度 H 的表达式可以看出，为了使得总能量有限，我们必须在空间无

穷远处打开一个非零的规范场 Aµ，以抵消 Dθ ϕ 中按 1/r 降低的项，从而使得在空间无穷

远处有

(Dµϕ)a = ∂µϕ a + εabcAb
µϕ c ∼ 0, (10.59)

符号 ∼表示在空间无穷远处渐近地趋于。利用在空间无穷远处 ϕ aϕ a ∼ v2，从而 ϕ a∂µϕ a ∼ 0，

不难验证上面这个方程的一般解为

Aa
µ ∼ 1

v2 εabcϕ b∂µϕ c +
1
v

ϕ aaµ(x), (10.60)

式中场 aµ(x) 是任意的。

我们可以利用上面 Aa
µ 场的渐近表达式计算规范场强的渐近行为，并得到其中未破缺

的 U(1) 部分的规范场强为

Fµν ≡ ϕ a

v
Fa

µν ∼ fµν +
1
v3 εabcϕ a∂µϕ b∂νϕ c, (10.61)

这里 fµν = ∂µaν −∂νaµ 正是我们天真地期望的 U(1) 规范场强。但是上面的结果表明，真

正的未破缺 U(1)规范对称性的场强是 Fµν。相比于 fµν，它多了一个非平凡的额外项。正

是这个额外项使得我们的解带上了 U(1) 磁荷

g =
∫

S2
∞

F =
1

2v3

∫
S2

∞

εabcϕ adϕ b ∧dϕ c = 4πn, (10.62)

这里 n 正是希格斯场在空间无穷远处覆盖希格斯真空 S2 的次数。

上面的分析告诉我们，任何拓扑非平凡的有限能量场位形都要携带非零的磁荷，因

此从空间无穷远处的未破缺 U(1) 规范对称性来看，这样的解就是一个磁单极子！因此

通常称这样的解为’t Hooft-Polyakov 磁单极。而且，利用 SU(2) 规范场在空间无穷远处

满足的方程 DµFµν ∼ 0, 不难证明 Fµν 正好满足无源电磁场的麦克斯韦方程，即满足

∂µF µν = ∂µ(∗F µν) = 0，这正是一个狄拉克磁单极子在源点之外所要满足的电磁场方程。

所以’t Hooft-Polyakov 磁单极在空间足够远处看来，就像是一个狄拉克磁单极子。
我们发现，上面的磁单极子的磁荷满足量子化条件∫

F

2π
= 2n, (10.63)

即，它使得 U(1) 规范场的第 1 陈类取偶数，而不是简单地取整数。这是因为，上述理
论还允许引入取 SU(2) 群基础表示的物质场，而这种物质场的电荷 q = 1

2，这样正好满足
1
2 ·2n = n ∈ Z，正如狄拉克量子化条件所要求的那样。
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10.2.2 磁单极解

到现在为止，我们还没有真正求解杨-米尔斯场以及希格斯场的场方程，并得到带磁
荷的单极子解。实际上，当覆盖次数 n > 1 时，人们并不能期望找到相应的静态场位形解，

这是因为，n > 1 对应有多个磁单极，而这些磁单极之间通常都存在排斥力，从而整个系

统不能保持静止。因此，为了将注意力集中在较为简单的静态解上，本小节我们将限于考

虑 n = 1 情形。

我们可以选取 A0 = 0 的规范，从而对于静态场位形，进一步有 D0ϕ = ∂tϕ = 0，以及

Ea
i = Fa0i =−∂tAa

i = 0。因此静态场位形的总动能为零，总能量密度完全由势能提供

H =
1

2e2

[
Ba ·Ba +(Diϕ)a(Diϕ)a]+U (|ϕ |). (10.64)

下面，我们假设 n = 1 磁单极解的希格斯场取如下形式

ϕ a =
xa

r2 h(r), 这里h(r) =

0, r → 0

vr, r → ∞
. (10.65)

其中 h(r) 在 r → 0 处的渐近形式是为了使得能量密度中的 (Diϕ)a(Diϕ)a 项在 r → 0 处的

积分有限。而 h(r) 在无穷远处的渐近形式由 ϕ aϕ a ∼ v2 确定，并且代入覆盖次数 n 的计算

公式 (10.56) 不难验证的确有 n = 1。

相应的，我们假设规范场 Aa
i 取如下形式

Aa
i =−εai j

x j

r2 [1− k(r)], 这里k(r) =

1, r → 0

0, r → ∞
. (10.66)

这里 k(r) 在 r → 0 处的渐近形式是为了使得在原点附近规范场能量密度的积分有限。而

k(r) 在 r → ∞ 处的渐近形式是通过上一小节的 (10.60) 式得到的。
现在，我们将上述假设代入下面的场方程

DµFµν = [ϕ ,Dνϕ ],
1
e2

(
DµDµϕ

)a
=

∂U

∂ϕ a , (10.67)

结果就能得到一组有关于 h(r) 和 k(r) 的微分方程。这组微分方程通常没有解析解，但是

人们不难求出它们的数值解。

10.2.3 Bogomolnyi 能限以及 BPS 磁单极

下面我们为每一个拓扑类的有限能量场位形推导一个能量下限，称之为 Bogomolnyi
能限。

首先，注意到能量密度的表达式可以写成

H =
1

2e2

[
(Ea)2 +(Ba)2 +(D0ϕ a)2 +(Diϕ a)2]+U (|ϕ |)

=
1

2e2

[
(Ea

i −Diϕ a sinθ)2 +(Ba
i −Diϕ a cosθ)2 +(D0ϕ a)2]+U (|ϕ |)

+
1
e2

[
Ea

i Diϕ a sinθ +Ba
i Diϕ a cosθ

]
. (10.68)
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其次，注意到 DiBi = 0(Bianchi 恒等式)。从而
1
v

∫
d3xBa

i Diϕ a =
1
v

∫
d3x∂i(Ba

i ϕ a) =
1
v

∫
S2

∞

(Baϕ a) ·dS, (10.69)

结果正是系统在未破缺的 U(1) 规范场中的总磁荷 g(为了强调它是磁荷，下面将改记为
gm), 即是说

gm =
1
v

∫
d3xBa

i Diϕ a. (10.70)

类似的，我们可以定义系统的总电荷 (记为 qe) 为

qe =
1
v

∫
d3xEa

i Diϕ a. (10.71)

根据以上关于总电荷和总磁荷的定义，以及能量密度的表达式 (10.68), 容易知道系统
的总能量 E 满足

E =
∫

d3xH =
v
e2

[
qe sinθ +gm cosθ

]
+

1
2e2

∫
d3x
{[

(Ea
i −Diϕ a sinθ)2 +(Ba

i −Diϕ a cosθ)2 +(D0ϕ a)2]+U (|ϕ |)
}
.

由于 U (|ϕ |)≥ 0，所以由上面的结果不难看出

E ≥ v
e2

[
qe sinθ +gm cosθ

]
. (10.72)

又由于 θ 是任意的，所以我们总可以选一个合适的 θ = θm (tanθm = qe
gm

), 使得上式右边等
于 v

e2

√
q2

e +g2
m。从而即有

E ≥ v
e2

√
q2

e +g2
m. (10.73)

这就是所谓的 Bogomolnyi 能限。
很显然，仅当势函数 U (|ϕ |)≡ 0(即参数 λ = 0) 时，我们才可能达到 Bogomolnyi 能

限 (虽然 U (|ϕ |)≡ 0，但依然人为地要求在空间无穷远处有 ϕ aϕ a ∼ v2)。且在 Bogomolnyi
能限上必有如下 BPS 方程成立，

Ea
i = Diϕ a sinθm, Ba

i = Diϕ a cosθm, D0ϕ a = 0. (10.74)

特别的，对于’t Hooft-Polyakov 磁单极子解，我们有 qe = 0，从而 θm = 0, 从而 BPS
方程简化为，

Ea
i = 0, D0ϕ a = 0, Ba

i = Diϕ a. (10.75)

这组 BPS 方程的解就称之为 BPS 磁单极。由于以上 BPS 方程使得总能量取极值，因此
它的解必定也是这时候 (即参数 λ = 0 时) 系统场方程的解！但是，场方程是一组二阶偏
微分方程，而 BPS 方程是一阶偏微分方程，所以求解 BPS 方程当然是要远为容易的。事
实上，对于 n = 1 的磁单极子，以上 BPS 方程的解析解为

h(r) = vr coth(vr)−1, k(r) =
vr

sinh(vr)
. (10.76)
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这个解是 Prasad 和 Sommerfield 首先发现的。
势函数 U (|ϕ |)≡ 0 当然是一个很特殊的要求，它通常是无法满足的。但是，在一些超

对称规范场论中，的确自动就有 U (|ϕ |)≡ 0。事实上，BPS 方程和 BPS 磁单极子最自然
出现的场合就是在这样的超对称规范场论中。这时候 BPS 磁单极会构成所谓的超对称代
数的短多重态 (short multiplets), 从而是受到超对称性保护的。
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